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Beiträge zu der Kenntniss der Bernowillischen 
Zahlen. 


Von Herrn R. Lipschitz in Bonn.) 


Die kKirenschaft des mit der mten Bernonillischen Zahl BD, gebildeten 
Produets 2°”"(2°”—1)B,, gleich einem ganzen Vielfachen von m zu sein, 
welche in dem Aufsatze des Herrn Stern „Zur Theorie der Bernouillischen 
Zahlen“, Bd. 88, 5. 85 d..J., ferner in Herrn Worpitzkys „Studien über die 
Bernouillischen und Eulerschen Zahlen“, Bd. 94, S. 203 d. J., enthalten, und 
auch in der Mittheilung des Ilerrn Kronecker, Bd. 94. 8. 268 d. J., dureh 
verschiedene einfache Betrachtungen bewiesen ist, veranlasste mich zu unter- 
suchen, ob eine ähnliche Beziehung zwischen der m!" Dernouillischen Zahl 
und den 2mt® Potenzen von anderen Zahlen als der Zwei vorhanden sei. 
Hierbei erhielt ich die beiden im Folgenden zu begründenden Sätze, dass 
für jede Zahl a das Produet «a (a”—1)B,. und für jedes Paar von relativen 
Primzahlen a und 5 das Produet (a”—1)(b”"—1)B, gleich einem ganzen 
Vielfachen der Zahl 2m ist. 

Indem ich mich ferner mit den von ®. Staudt und llerrn Clausen her- 
rührenden Darstellungen der Bernouwillischen Zahlen und mit der von Herrn 
Hermite Bd. Sl, 5.93 d. J. veröffentlichten Arbeit über die in jenen Darstel- 
lungen vorkommenden ganzzahligen Bestandtheile beschäftigte, glaube ieh 
den Schlüssel zu verschiedenen hierher gehörigen Erscheinungen in einer 
analytischen Function gefunden zu haben, welche, so viel ich weiss, noch 
nicht untersucht worden ist. Diese Function wird für ein eomplexes Argu- 
ment a, dessen Betrag die Einheit übertrifft, dureh die über alle ungeraden 
Primzahlen p auszudehnende eonvergente Summe 

I 


p( uPr—u) 


» 

/ 

ausgedrückt. Indem man zu der Differenz von zwei solchen Funetionen, 
deren Argumente von » um ganze Zahlen differiren, eine gewisse einfach 
Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 1. | 
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gebildete rationale Funetion von « hinzuaddirt, entsteht eine Verbindung, 
welche sich in eine semiconvergente Reihe entwickeln lässt, bei der die 
erwähnten ganzzahligen Bestandtheile der Bernouillischen Zahlen als Coeffi- 
cienten auftreten. Auf diese Weise kann die obige mit Hülfe der sämmt- 
liehen ungeraden Primzahlen gebildete Function von a zur Definition der 
sanzzahligen Bestandtheile der Bernouillischen Zahlen dienen. Umgekehrt 
wird aber auch durch die betreffende mit den ganzzahligen Bestandtheilen 
der Bernouillischen Zahlen gebildete semiconvergente Reihe die so eben 
bezeichnete Funetion von « vollständig bestimmt. Zwischen der Reihe der 
Primzahlen und der Reihe der ganzzahligen Bestandtheile der Bernowilli- 
schen Zahlen findet nämlich die merkwürdige Beziehung statt, dass, wenn 
die ganzzahligen Bestandtheile der » ersten Bernowillischen Zahlen gegeben 
sind, ein System von » Gleichungen ersten Grades existirt, durch dessen 
Auflösung für jede der » ersten auf die Einheit folgenden ungeraden Zahlen 
die Frage beantwortet wird, ob sie eine Primzahl oder eine zusammen- 


gesetzte Zahl sei. 


J 
In der mit einer veränderlichen Grösse y gebildeten bekannten 


Gleichung 


ei we 
> Ira 


substituirt, wo a eine beliebige positive 


. ! 
werde statt 39 der Quotient = 


vanze Zahl bedeutet. Dann ergiebt sich durch Subtraetion der mit - multi- 


plieirten neuen TUREEEREN: die Relation 


1 1 e* I\Bb I\B 
2) = (i-H-A-at 
a) 2 wi a 3) WERT" 
und, indem mit zwei ae ganzen Zahlen a und b operirt wird, die ich 
sogleich als relative Primzahlen voraussetze, die zweite Relation 


Ja | 2 e—l “a , b , ab 
| ıh 
mn. ee —1 di e‘ 2 
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Jetzt werde statt y in (2.) der Ausdruck az, in (2°) der Ausdruck abz sub- 
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stituirt, hierauf (2.) mit a, (2°) mit ab multiplieirt; dann folgen nach einer 
leichten Umformung der linken Seiten die Gleichungen 


e@ — 1 
dlog( 


e—1 a—1 ig B 


B, 


3 = = NDR +--- 
8.) dz 2 x 2 x en 
(ei: -_1)(e —1) 
dlog( - Fl) \/ 
\ (e“: 1)(e—1) / (a—1)(b— 1) 
(4.) dz 2 
) / ) x B. / 4 v4 4 x B, ii 
—= (a-1)(b’-1) 573 (a- Ib’—1, n13t+ 
. . gr —1 . . 7 . \ j + 
Hier ist 0 gleich einer ganzen Funetion (a— 1)!en Grades von e‘, die 
für 3 = 0 den Werth a annimmt, ferner, da a und 5 relative Primzahlen 
N e®—1)(e —1 A \ ‚ i 
sind, X gleich einer ganzen Function des (ab —a— b-- 1)" Grades 


Fa) u > I 
von e‘, die für z = 0 gleich der Einheit wird. Wenn man daher von den 
Ausdrücken der linken Seite von (3.) und (4.) den (2m — 1)!" Ditferential- 
quotienten nach z nimmt und hierauf 2 = 0 setzt, so erhält man nach der 
von Herrn Kronecker in dem angeführten Aufsatze gebrauchten Schlussweise 
in (3.) einen Quotienten, dessen Zähler eine ganze Zahl @,,_,(a) und dessen 


>: 


Nenner die Potenz a” ist, dagegen in (4) eme ganze Zahl @,,_,(a. b). 
| 


Hieraus folgen durch Gleichsetzen des Factors von =” in den Entwicke- 
lungen der beiden Seiten von (3.) und (4.) respective die beiden Gleichungen 


(a ) (r m 1 (a) — 14 Ds  y- -] q7 m __ 1 \ B,. 
nice (2m —1)!a’" \ , ’ (2m)! 
G_1(a, b) BR RE 
( N 2m —] »ywy Ak m (ge By 1) Be 1 m 
< ) (2m—1)! x 1. : ni 2m)! 


Nach Weglassung des gemeinsamen Factors (2m—1)! 


zeigt die erste Grlei- 
chung, dass das Produet a”(a’”—1)B,. und die zweite, dass das Produet 
(a’”—1)(b’"—1)B, gleich einer durch 2m theilbaren ganzen Zahl ist, wie 
behauptet worden war. 

Aus dem ersten dieser beiden Sätze lässt sich eine bemerkenswerthe 
Eigenschaft der Zähler der Bernouillischen Zahlen ableiten, die ®. Staudt in 
der Universitätsschrift: De numeris Bernouillianis commentatio altera, Erlangen. 
1545, art. S bekannt gemacht und bewiesen hat. Für die m'® Bernouillische 
Zahl besteht die im Eingange erwähnte Darstellung 


FM E > l ) | l 
@) (-1"B, = A+>+— at 
l 


- (£ 
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wo A, eine ganze Zahl ist und «, ?,... 4 die sämmtlichen Primzahlen sind, 
für welche 2m durch @—1, %—1,...4—1 aufgeht. Es möge 2m, in seine 
verschiedenen Primfaetoren zerlegt, den Ausdruck 
(8) 2m = 2g4’q"... fr”... 

liefern, und zwar seien q, q,... die ungeraden Primzahlen, für welche 
2m durch g—1, g—1,... aufgeht, dagegen r, r,... die übrigen, für 
welche diese Bedingung nicht erfüllt ist. Wenn nun g eine nach Disqu. ar. 
art. 89 stets vorhandene zu dem Modul r' gehörige primitive Wurzel be- 


B \ ( run gr —1 BD 
deutet, so darf man aus der Thatsache, dass der Ausdruck Ü u mu 


gleich einer ganzen Zahl ist, schliessen, dass die in 2m enthaltene Prim- 
zahlpotenz r’, welche weder in den Factor g””, noch, da nach der Voraus- 
setzung der Exponent 2m nieht durch r—1 theilbar ist, in den Factor g”—1 
aufgehen kann, nothwendig in den Zähler der auf ihre kleinste Benennung 
vebrachten Zahl B, aufgeht. Für die übrigen Primzahlpotenzen r",... 
ojlt dasselbe, mithin muss der Zähler von B, durch das Produet r’r"... 
theilbar sein, und darin besteht der erwähnte e. Staudtsche Satz. Hiernach 
vertheilen sich die Faetoren von 2m in der Weise, dass die Primzahlen 
2, 9, 9, ... In dem Nenner, die Primzahlpotenzen r’, r, ... in dem 
Zähler von B, als Factoren auftreten, wie auch Herr Sylvester in einem 
an Herm Serret gerichteten Briefe (C. R. de lac. de Paris, t. 61, p. 307, 
annee 1861) bemerkt hat. 


2. 

Der Zusammenhang zwischen den Bernowillischen Zahlen und der im 
Eingange vermittelst der sämmtlichen ungeraden Primzahlen definirten 
Funetion beruht auf der Betrachtung von semiconvergenten Reihen, die ich 
in der Abhandlung „Ueber die Darstellung gewisser Funetionen »dureh die 
Eulersche Summentormel“, Bd. 56, S. 11 dieses Journals, untersucht habe. 
Die zu dem gegenwärtigen Zweck geeignete Relation kann durch zweifache 
Anwendung der dortigen Gleichung (29.) in $ 2 erhalten werden. Doch 
werde ich dieselbe, um das zu Grunde liegende Prineip deutlicher hervor- 
treten zu lassen, unmittelbar ableiten. 

Fir eine complexe Grösse a, deren reeller Theil positiv ist, und 


eine positive Grösse s möge der Ausdruck 


Q‘ .( | N | ri l = os 
ieh = Ku’ (ur1)/ 2 2 u 
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und die fernere 





durch bestimmte Integrale ausgedrückt werden. Man hat mit Hülfe des 
Eulerschen Integrals /Xs) die Gleichung 


\ ER u s—1 
(1) — = EM ydy, 


l | 1 — w | 
= = u a BF \ — ( d nz > { +1) & h 
—s-+1 Im (u+1)st!) I{s / ‚e ( Y dy; 


) 


In dem Falle, dass die Grösse s der Einheit genähert wird, verwandelt 


sich der Ausdruck der linken Seite von (11.) in die Differenz der natür- 


(11) 
lichen Logarithmen 


2 “ £ FE Rd EN ’ ER PN 


bei denen der Werth des imaginären Theils zwischen - 


(12. 





(22*,) log u — log a-+l), 


> 


| MR _ 
5 und +— zu 


nehmen ist. Durch Addition der betreffenden bestimmten Integrale ergiebt 
sich die Darstellung 


K- m l Sr. l [ A | 
\ge (u-+1)' / —s+1 \ ut! (u-+-1 
wi Be 
h 1 Ä 1-+ı > Pi;; wer pedı 
I’ VERTZ/T yo 
() u 


Die unter dem Integralzeichen in der ersten Klammer befindliche Funetion. 


welche in (1.) in eine unendliche Reihe entwickelt ist, die nur so lange eon- 


vergirt, als der Betrag von y unter 2r bleibt, erlaubt für jedes reelle y die 


folgende begrenzte Entwiekelung 
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I-+e7 | B 3 | ir Ä 
PR — ? ee - ? + . -—- / 1 m 1 I } ’ m 
2 Y 2! J 419 = - 2m) J 
‘) L. ‘ 
A — 1 . x y 
BE u Y 
(27) en(2ı_YV\ 
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Hiernach entsteht für den einen heil des in (12.) vorhandenen Integrals 
die Darstellung, in welcher «, den nach der Annahme positiven reellen 


Theil von a bedeutet, e und & aber positive oder negative echte Brüche sind, 


| gi I-+e: l 
[Xs) 1; : 1—e ‘ u} 


Y- 
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Der andere Theil des Integrals liefert eine ebenso gebildete Reihe, bei der 
statt # die Verbindung «+1 zu substituiren ist, und statt e und € zwei 
andere echte Brüche 7 und 7 auftreten. Für den vorliegenden Zweck ist 


die Grösse s gleich Zwei zu nehmen; dann folgt aus (12.) die Gleichung 


am ) wi 


\ EN * (mh) u 1 
i=mN b, B, / \m—1 B,, B, } ı(E +e't) 
15. ı 3 u? a u? * ia 7 (—1) um t L 7 um” +3 3 
B B, dns Bun B. t (+ ni) E 


Te Qu ae 

Bei der auf der rechten Seite befindlichen Reihe hat der mit B,,,, gebildete 
Restausdrueck die Eigenschaft, für jeden festen Werth von m dadurch beliebig 
klein zu werden, dass man den reellen Theil #, der eomplexen Grösse « 
beliebige gross annimmt. In diesem Sinne wird sowohl der reelle wie 
der imaginäre Theil der linken Seite durch eine semieonvergente Reihe 
dargestellt. 

Ich werde jetzt in (15.) die in (7.) angegebenen Ausdrücke der Ber- 
rouillischen Zahlen substituiren, und die durch Abtrennen der Brüche ent- 


stehende Reihe 


er / 1 nz | | | u 
(16.) ( + “> +( a. ' 3 ’ 5 ) Tu +( 2 * ; r 7) 


i | s u. 
betrachten. Da der Factor von ze kleiner als die Summe der reei- 


proken Werthe der natürliehen Zahlen von 2 bis 2m-+1 und daher auch 
kleiner als der Werth log(2m-++1) ist, so hat diese Reihe die Eigenschaft, 
in unendlicher Ausdehnung genommen, für jede eomplexe Grösse «, deren 
Betrag über der Einheit liegt, zu convergiren, und auch bei der Ersetzung 
jedes Gliedes dureh seinen Betrag eonvergent zu bleiben. Die aus den 
Beträgen der einzelnen Glieder gebildete Reihe ist ferner, wie leicht zu 


Dee] 


erkennen, so beschaffen, dass, wenn die m ersten Glieder fortgenommen 


werden, die beliebig weit ausgedehnte Summe der übrigen Glieder für 


einen hinreichend grossen Betrag von x numerisch kleiner bleibt als eine 
feste Grösse, dividirt durch die (2m -+-3)' Potenz des Betrages von «u, also 
gewiss auch kleiner als diese feste Grösse dividirt durch die (2m-+ 3)! 
Potenz des reellen Thheiles von #. Der Factor 4 kommt in allen Gliedern 


gat der in 4 multiplieirten Glieder durch Summation 


vor, so dass das Aggreg 


. ” ) ® > 4 
veometrischen Reihe das Resultat ae) liefert. Ebenso 
(age 


der betreffenden 
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erscheint der mit einer bestimmten ungeraden Primzahl p gebildete Factor 


| 1 - wa 
— bei den Potenzen —;- für welche 2% gleich einem der auf einander 
p u” 


folgenden Vielfachen von p—1 ist. Für jede ungerade Primzahl p ist 
daher wieder eine geometrische Reihe zu summiren und bringt den Ausdruck 


1 . 
rer hervor. Wenn daher die mit allen ungeraden Primzahlen p ge- 
pur — 


_— 
Ä 


bildete Summe als die Funetion 
| 
/4m N FIN < 
( 7 di U ) = re = 
14 / Er l p TI u) 
eingeführt wird, so erhält (16.) den Ausdruck 
1 


16 *.) u. 
u ıu’—u) 


t Z 1), 


und man kann der Gleichung (15.) die folgende Gestalt geben, bei der auf 
der linken Seite ein Aggregat von analytischen Funetionen, auf der rechten 
Seite aber eine Differenz von zwei mit den ganzzahligen Coeffieienten 
A,, As,... versehenen semiconvergenten Reihen auftritt, die auch als eine 
einzige semieonvergente heihe betrachtet werden darf, 


' 1 1 1 l 1 1 : ’ 
4 )- + +3 uam )+Za)—-Zu-+1 
?\u (au+Hl)/ uw ul -\u’—u “«+1)’— (u+1)/ 
18.) \ J ' J 
( \ 
Bü | | A | 
_- — en ar L 2 
u“ u? (ul) ° (ul 


Die Gleichheit der beiden Seiten ist so zu verstehen, dass, wenn die Ent- 
wickelungen rechts mit m Gliedern abgebrochen werden, der hinzuzufügende 
est einen Betrag hat, der für einen hinreichend grossen reellen Theil x, 
von a kleiner ist als eine Uonstante dividirt dureh die (2m+5)' Potenz von u: 
die Gründe hierfür sind im Vorhergehenden angegeben. Durch diese Glei- 
ehung werden die ganzen Zahlen A,, A;,... vollständig definirt, und daher 
mit Zuziehung von (7.) auch die Bernowillischen Zahlen. 


*) 
tdi 


Nachdem die Gleichung (18.) aufgestellt ist, scheint es mir vor 
allem wünschenswerth, die Eigenschaften der in die linke Seite eingehenden 
Funetionen aufzusuchen, welche zur Folge haben, dass die auf der rechten 
Seite befindlichen Entwiekelungseoefficienten in der That ganze Zahlen sind. 


Hierbei werde ich Argumente voraussetzen, die von der Variable « um 
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beliebige ganze Zahlen abweichen, und Reihenentwickelungen betrachten, 
die nach den negativen Potenzen von x fortschreiten. 
Wenn man mit einer beliebigen ganzen Zahl a für die Funetion 
Z (a) die Differenz Z(u—a)—Z(u) bildet, so liefert eine nach den negativen 
Potenzen von « vorgenommene Entwickelung nur ganzzahlige Coeffieienten, 
und zwar rührt dies von der sogleich zu beweisenden Thatsache her, dass 
bei der in der angexebenen Weise ausgeführten Entwickelung der Differenz 
1 1 
19) Kamerun) Pe‘ 
in weleher p irgend eine ungerade Primzahl bedeutet, alle Coeificienten 
oanze Zahlen sind. In (19.) lässt sieh der erste Bestandtheil in eine 
veometrische Reihe nach den negativen Potenzen von (w—a), und jedes 
einzelne Glied derselben in eine nach den negativen Potenzen von « fort- 
schreitende Reihe, ferner der zweite Bestandtheil unmittelbar in eine geo- 
metrische heihe nach den negativen Potenzen von a entwickeln. Sucht 
man nun den Factor von = auf, so ist leicht einzusehen, dass es bei den 
jeiträgen, welche jeder der beiden Bestandtheile liefert, auf den Rest an- 
kommt, den die Zahl m—1 bei der Division dureh p—1 ergiebt, und der 
dureh die Gleichung 
20.) m—-1l = u+r(p-—]) 

dargestellt werden möge. Der zweite Bestandtheil bringt nur dann einen 
jeitrag, und zwar gleich = ‚ wenn «= ist; sobald daher das Zeichen 
0, die Einheit oder die Null bedeutet, je nachdem die Zahl « gleich Null 
oder von Null verschieden ist, so ist dieser Beitrag gleich —e. Um den 
von dem ersten Bestandtheil herrührenden Beitrag darzustelleu, werde für 
die auftretenden Binomialeoeffieienten die Bezeichnung 

eh 
\ “da N 
’ " er Je i 

angewendet. Dann ergiebt sich für den Faetor von „„._ In der Entwieke- 
lung von (19.) der Ausdruck 

(22.) , ((m—1),_,a” ?+(m—1),.. a" "+... +(m N), a"—0,) 

Eine andere Darstellung erhält man, indem auf die in (19.) vor- 

kommenden Brüche die Zerlegung in Partialbrüche angewendet wird. Wo- 
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fern die (p—1l) Wurzeln der Gleichung a” 
bezeichnet werden. so ist 


1-0 sueeessive Mil n 


a, | l , | 
(23. = AL )— | 
# ur — u p—l Nun a u 

Bo | 

Demnach hat der Factor von —- in (19.) den zweiten Ausdruck 
u E 
k \ 1 . (a za. oo. 
(24.) (= - E BE Ö, . 
p n—-1 


Setzt man in (23.) und (24.) gleichzeitig m = 2»+2 und a=|1. so muss 
0, gleich Null sein, weil die ungerade Zahl 2»-+1 durch p—1 nicht auf- 
gehen kann, und es verwandelt sich (22.) in den Ausdruck, den Ierr Hermite 
in der angeführten Abhandlung S, genannt hat, und (24.) in diejenige Dar- 
stellung desselben, aus der daselbst geschlossen wird, dass S 
Zahl ist. 

Auf ähnliche Weise lässt sich die Behauptung begründen, dass der 
Ausdruck (22.) stets eine ganze Zahl ist. 


eine ganze 


Sobald « nicht gleich Null ist, 
mithin d, verschwindet, hat die in der Klammer von (22. 


befindliche Summe 
den Faetor a“. 


Wenn nun a nicht durch p aufgeht, so kann man den 
Factor a“ abtrennen und bemerken. dass in dem Ausdruck 
[ e (3 1)(2—1) | f 1° (v—?)(p—1) N | 
pP ((m— /p ‚a u m > 2; „aA + Ben iu m oe 


v(p—N)) 
die sämmtlichen Potenzen von a wegen des Fermatschen Satzes für den 
Modul p den hkest Eins liefern; der vorliegende Ausdruck ist daher des- 
halb gleich einer ganzen Zahl, weil der mit a=1 gebildete Ausdruck 
gleich einer ganzen Zahl ist, wie Herr Hermite bewiesen hat. Sobald 
nicht gleich Null, a aber durch p theilbar ist, geht der Nenner p in den 
Factor a“ auf. Es bleibt also nur noch der Fall zu erledigen, dass «u = 0 
und deshalb d, = 1 ist. Alsdann wird in (22 


dd 


.) auch der Bestandtheil 
(m—1),,-.na“ gleich der Einheit und hebt sich gegen — 0, fort. Wofern 
jetzt a durch p theilbar ist, so sind in (22.) wieder alle Summanden dureh 
p theilbar. Wenn aber a nicht durch p aufgeht, so kommt abermals der 


Fermatsche Satz zur Anwendung, und man hat nur nöthig zu beweisen, 
dass der Ausdruck (22.) für a=1 gleich einer ganzen Zahl ist. Derselbe 
hat nach (24.), da jetzt d, = 1 ist, die Gestalt 


u 


f ' (k) \m—i1 
TIER En. VER 
\ / — 


p | p—1 , 
Journal für Mathematik Bd. XUVI. Heft 1. ) 
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Indem man hier nach dem Vorgange des Herrn Hermite statt der p—-1 Einheits- 
wurzeln ©’, die Zahlen 1, 2,3, ... p-1 als die Wurzeln der Congruenz 
“  —1== 0 (mod. p) substituirt und den Rest modulo p nimmt, so zeigt sich, 
dass die ganze Zahl 3, 1+w ,)""', da m—1 durch p—1 aufgeht, den Rest 
p—2, mithin die ganze Zahl 


’ (k) \m—1 
S 1 . v, 1) 


p—1 
den Rest 2 liefert. Mithin ist (25.) gleieh einer ganzen Zahl, und die auf- 


gestellte Behauptung vollständig erwiesen. 


y 
T, 
ä 


Aus dem Vorstehenden folgt sofort, dass in der Entwiekelung einer 


nit zwei beliebigen ganzen Zahlen a und b gebildeten Differenz 

va | | 

26. — - 

p((u— a)’ — (u—a)) p((u-—b)P’—(u—b)) 
nach den negativen Potenzen von « ebenfalls die sämmtlichen Coeifieienten 
oanze Zahlen sind, und dass deshalb auch für die Differenz der beiden ent- 
sprechenden Funetionen Zw—a)— Z(u—b) das Gleiche stattfindet. Ein an- 


N 


deres Verhalten zeigt der auf der Imken Seite von (18.) mit dem Factor 


auftretende Bruch ——; . Setzt man hier @«—a für ®, und zerlegt 


X 


den Bruch in Partialbrüche, so kommt 


a | F | | 2 


- 
” 
\ 


2 ((u—a)’— (u—a)) ee rer n—a 
Bei der nach den negativen Potenzen von « erfolgenden Entwickelung 
| 


erhält dann der Factor von — den Ausdruck 
u 
IR“ 1 R \m-1lı _Im-_ 9-1 
28. ((a+1l -(a—1 u PR 


wobei m —.3 ist. Die in der Klammer dargestellte Zahl hat nach dem 
) / \m— u. ® ” £ 
Modul 4 für ein gerades «a den Rest 1+(— 1)", für ein ungerades a den 
test 2. Mithin liefert die Entwiekelung der Differenz 
! | 


s N 
29. ’ . - - 


2 ((u—a)’— (u—a)) 2 ((a—b)’—(u—b)) 


dann und nur dann lauter ganzzahlige Coeffieienten, wenn die ganzen Zahlen 


a und b gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade sind. Dem gegen- 


über stellt sich heraus, dass die Entwiekelung des Ausdrucks 
1 | 


(30.) + ; 
Ye 2(u—a)  Rrlu—b)' 
' 


nach negativen Potenzen von a solche Coeffieienten hervorbringt, dass die 


SFr Ph il ale 


BEE UEME 





ee 


ee TE. 


PR SR SEITE RER 


EEE ARBEITEN SEE TEL A en de 


a 
. 
a 
R 
? 











" pn BETEN, 
' ae) j gli gie ats as a Mb a ze 
EEE re REN, TE 34 


EIERN VENETIEN ION 








Lipschitz, zur Kenntniss der Bernouillischen Zahlen. 11 


Bildung der Differenz zwischen (29.) und (30) immer zu ganzzahligen 
Coetfieienten führt. 

In Betreff der Funetion Z(x) möchte ich noch hervorheben, dass die 
rationalen Funetionen von », aus denen dieselbe dureh Addition zusammen- 
gesetzt wird, zusammen genommen, abgesehen von dem Werthe v«= 0, für 
alle diejenigen und nur für diejenigen Werthe von # unendlich werden. 
die gleich irgend einer Wurzel der Einheit sind. Denkt man sich 


eine 
Infi 
Wurzel der Einheit in der Gestalt e " gegeben, wo f und A relative 
Primzahlen sind, so kommt bei der nach dem Schema von (23.) ausge- 
” L 
führten Partialbruchzerlegung der Bruch — überall da vor, wo deı 


a; 
Nenner h ein Theiler des mit einer Primzahl p gebildeten Ausdrucks 
p-—1 ist, das heisst, bei allen in der arithmetischen heihe 1--Ad enthal- 
tenen Primzahlen p. Bei jeder dieser Primzahlen erscheint der genannte 
1 


Bruch mit dem Faetor | 
p(p—1) 


versehen. Sobald diese sämmtlichen Faetoren 
herausgehoben und addirt werden, ergiebt sich die mit den eharakterisirten 


. . a f) = | D) 

Primzahlen gebildete offenbar eonvergente Summe I, — Die be- 
a = P\P 

treffenden Primzahlen sind aber diejenigen, welche nach der Abhandlung 

des Herrn Kummer: „Theorie der idealen Primfactoren der eomplexen Zahlen. 

welche aus den Wurzeln der Gleichung ®"= 1 gebildet sind, wenn » eine 


zusammengesetzte Zahl ist“ (Abhandlungen der Berliner Akademie v. J. 1556). 


T 
in dem Gebiete der aus den Einheitswurzeln e sebildeten eomplexen 
Zahlen genau A ideale Primfaetoren haben. 

4, 
Da der Betrag des Restes, welcher bei einem Abbrechen der auf 
der rechten Seite von (18.) befindlichen semiconvergenten Reihe nach m 


Gliedern hinzuzufügen ist, durch eine angemessene Vergrösserung des reellen 


Theils «, von x zu einer beliebig kleinen Grösse von der Ordnung mi 
en 
herabgedrückt werden kann, so müssen, falls die beiden Seiten von (18.) 
nach den negativen Potenzen von # entwickelt werden, die Üoeffieienten 
der gleich hohen Potenzen von a einander gleich sein. Die Coetfieienten 
der linken Seite werden in Folge der im vorigen Artikel bewiesenen Sätze 
lauter ganze Zahlen, die Coeffieienten der rechten Seite sind homogene 


2% 
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lineare Ausdrücke der Grössen A,, As,... mit ganzzahligen Coefficienten. 
Durch Gleiehsetzung der entsprechenden Ausdrücke erhält man recurrirende 
elationen, welche zur Bestimmung der Grössen A,, As, ... geeignet sind, 
und zwar bei der Anwendung der geraden Potenzen von « diejenigen, 
welche Herr Hermite in der erwähnten Arbeit aufgestellt hat. Die zu den 
ungeraden Potenzen von a gehörenden Relationen hängen mit denjenigen 
zusammen, die Herr Stern in dem Aufsatze: „Zur Theorie der Bernowillischen 
Zahlen“, Bd. 84, 8. 267 d. J., entwickelt hat. Doch folgt weder aus den 
einen noch den anderen Relationen, so viel ich sehe, unmittelbar, dass 
die Grössen A,, As. ... ganze Zahlen sind. Um diese Eigenschaft 
evident zu machen, genügt es aber, die Gleichung (18.) mehrere Male 
zu gebrauchen, indem man für « eine keihe von Argumenten setzt, die 
aus # durch Addition von beliebig beginnenden auf einander folgenden 
oanzen Zahlen entstehen. Es leuchtet ein, dass, wenn man in der ange- 
ocbenen Weise mit der Gleiehung (15.) verfährt, die resultirenden Glei- 


ehungen addirt und hierauf das Ergebniss nach den negativen Potenzen 


pr 
von a entwickelt, auf der linken Seite die Summen der gleich hohen 
Potenzen der auf einander folgenden natürlichen Zahlen, auf der rechten die 
bekannten Ausdrücke dieser Summen vermittelst der Bern»ouillischen Zahlen 
erscheinen. Denselben Inhalt hat die folgende Gleichung, welche aus (18.) 
hervorgeht, indem statt « nach einander die Grössen u—a, u—a-+l, ..., 


a-+-1. @u-+2....a--a—]1 substituirt werden. 


N . | I I f | t ) | N 1 
2 +4 + -)— + 
a+ı (u—t)' 2\ (u — 1)‘ (u- a) n—d ud 
’) ' 1 / | | rn / i gr N 
1. +>[- yr —— — - )+Z ua—a)—- Z(u+a 
- \(u—a) —(u—0) ua)” —(u-+ u) ’ v 
A, A, A, A, 
—_— | zn 2 BER Rs le 
7 / \3 f ) ı / \ | > 1 
(u—a) (u —d) (u-+-a)' (u+a) 


Bei der vorzunehmenden Entwickelung heben sieh die Factoren der nega- 
tiven ungeraden Potenzen von a fort. Wenn man aber auf beiden Seiten 


in der im vorigen Artikel erörterten Weise den Factor von nr? bildet, 


und die halben Werthe einander gleich setzt, so ergiebt sich die Gleichung 
4 l 2/9 ni 7 | !n+1 f \2n+l ’ „2n-+1 

de. on, 22 +l)a”+(a-+1 + (a —1 — Ha"! 

2n +1) 5 "+ - N x 8 
/ l - 


DV 


Js = (f> 2 Dh Br ı ir k ?n—?2p +3 ihr .) n UN u 
N Ba _ p (N l i a | en T 1), „A (Zn | 1),gp-@ ) 


— (A, Zn+1).a”""+A,(2Rra+1),a”"”+--+A,(2n-+1),,e). 
\ / \ + \ # 
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Hier ist 2a+1= u+r(p-1), und es bedeutet v(p—1) das grösste Vielfache 
von p—1, welches nicht über 2»--1 liegt, p die Reihe der ungeraden Prim- 
zahlen von 3 bis 22 +1; auch erkennt man aus den im vorigen Artikel ange- 
gebenen Gründen, dass sowohl der mit dem Nenner 4 versehene Quotient 
wie die mit den Nennern p versehenen Ausdrücke ganze Zahlen sind. Der 
Beweis, dass die sämmtlichen Grössen A,, A,.... ganze Zahlen sind, lässt 
sich nun führen, indem man erstens zeigt, dass A, = -1 ist, und zweitens. 
dass, wenn A,, A,,... A,_, ganze Zahlen sind, A, ebenfalls eine ganze Zahl 
sein muss. Zu dem letzteren Behuf lege ich der Zahl a den Werth 2» +1 
bei. Dann haben auf der rechten Seite von (32.) die Grössen A,, A,,... A, 
Coeffiecienten, welche durch a’, mithin gewiss durch (22--1)' theilbar sind, 
während der Coefficient von A, gleich (22+1) wird. Ebenso ist auf der 
linken Seite die als Bruch mit dem Nenner 4 geschriebene ganze: Zahl 
durch (2% +1)’ theilbar. Es kommt also bei den übrigen Bestandtheilen 
auf den Rest an, welchen sie nach dem Modul (22-1) liefern. In Betrefi 
des Summanden 
| 


p (2m 1),_, a" ?r+ (2% +1),, ‚a Pr... +(Zn-+l),, a 


/1l 


in dem ebenfalls a = 2n-+1 ist, muss man unterscheiden, ob die Bedinzung, 
dass 2»+1 durch p aufgehe und « =1 sei, erfüllt ist oder nicht. Im ersten 
Falle hat der Ausdruck nach dem Modul (22-1) den Rest >, Im 
zweiten Falle geht eniweder 2»-+1 durch p auf, und « ist eleich oder 
orösser als Zwei, dann geht der in Rede stehende Ausdruck stets durch 
2n+1)' auf; oder 2»+1 geht nicht durch p auf, dann ist (2» +1)“ ein 
Factor der betreffenden Zahl, und dieselbe muss, wenn « —_. 2 ist, weren 
dieses Faetors, wenn «—=1 ist, wegen des als Factor hinzukommenden 
Binomialeoefficienten 2r+1 dureh (2» +1)’ theilbar sein. Wenn also Ku 
diejenigen ungeraden Primzahlen sind, welche in 2»-+1 aufgehen, und für 
welche «= 1 oder 2» durch p—1 theilbar ist, so hat die linke Seite von 


32.) nach dem Modul (2»+1)' den ktest 


nl 
il 


(On+1)8 1" + | 
tel pP P 


Nach dem Satze 8 der Abhandlung von v. Staudt: „Beweis eines Lehrsatzes, 
die Bernouillischen Zahlen betreffend“, Bd. 21. 8.272 dieses Journals, in 


welcher die hier erörterte Darstellung der Bernowillischen Zahlen zum ersten 
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Male bewiesen ist, geht aber für eine beliebige ganze Zahl «, wenn a, b, e,... 
diejenigen Primfaetoren von a sind, für welehe a—1, 5-1, e—1.... Thheiler 
von 2» werden, die ganze Zahl 

Bew: Br 

ernten 
dureh # auf. Mithin ist der oben bezeichnete Rest dureh (22+1)' theilbar, 
und daher muss die Grösse A, gleich einer ganzen Zahl sein, wie bewiesen 
werden sollte. 

D. 
ie Funetion Z(a), welehe in (17.) als eine über alle ungeraden 

Primzahlen zu erstreekende Summe definirt ist, lässt sich als eine über alle 
ungeraden Zahlen auszudehnende Summe auffassen, bei der alle von unge- 
vaden zusammengesetzten Zahlen herrührenden Glieder wegfallen. Wenn 
man demnach festsetzt, dass das Zeichen 9(2/+1) für jede ungerade Prim- 
zahl gleieh der Einheit, für jede ungerade zusammengesetzte Zahl „leich 
Null sein soll, so ergiebt sich der Ausdruck 
IE... 2. RR 
ı (2l-+1)(utr!—u) 
Denselben substituire ich in die Gleichung (31.), nachdem daselbst «a gleich 


1 
/ 


Pr u 
(33.) Zu) = 


der Einheit genommen ist, und erhalte die Gleichung 
2 l 1 | 1 l 
Lf Bi ne Li En) 
| 2X @a—1)? FEN DE vo u—l er | era me (u-+-1)’ wre}, 
=« H(21+1) grahe (21-1) 
(34.) h + P: /9] ı ANDI — ‘ ‚ f 274] 
| = ll) Nr —uHl) Zi Ra HIN) HN u — | 
a | A A ) 


A a RER u, Er 7 1 ur? we & 
(u—1)’ (u—1)° ® (u-+1)’ 1 (u+1)° 
Wenn man jetzt wieder beide Seiten nach den negativen Potenzen von u 
entwickelt und die Faetoren von —. 77 gleich setzt, so folgt die Relation 
ae - / 
2, ze O(21-H1) 
D):n—1 a < c f fa f \ 
1 [a -14H2" "4207 (Qn+1)a+ On ++ Rn + lu +.) 
dr), ) 
. . ) » Y 
| = -(A4,(2r+1),+A,(2Rr +1),++4A,(2n+ ).)- 
Dieselbe ist nur dureh die Bezeichnung von der mehrfach erwähnten Relation 
des Herrn Hermite und, was dasselbe bedeutet, von derjenigen verschieden, 
die aus (32.) bei der Annahme a = 1 hervorgeht. Allein die Einführung 
der Grössen #(2/+1) gewinnt hier eine wesentliche Bedeutung. Wenn 


man sich die ganzen Zahlen A,, As, ... Ay gegeben denkt, so liefert die 
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Itelation (35.) für die N Werthe » = 1,2,... N ein System von N Gleichungen 


des ersten Grades, aus denen die Werthe der Grössen HUB). OD). ... PO PN-| 
jede 
bestimmenden Grösse einen von Null verschiedenen Zahlenwerth 


unzweideutig bestimmt werden können, weil (der Faetor 


nach kann aus der Kenntniss der N oeanzen Zahlen A.. A..... A 


Auflösung des bezeichneten Systems von Gleiehungen die Beantı 


der Frage abgeleitet werden, ob eine bestimmte ungerade Zahl aus der 


Reihe 3,5....2N-+]1 eine Primzahl sei oder nieht. 


Durch diese Eigenschaft erhalten die ganzzahligen Bestandtheile de 


Dass 
€ 


> n B. . Pr \ r .. I u . j 4 1 i > . 1 . i R E__ { .. | | , A 17 
Bernonillis: nen Zahl N BIN6 ı tellun Fr In u all JIEMEINEN )SSENIGH { LIIO 
irrationalen Grössen stammen von den rationalen Grössen Vien 


1 


(Grössen von den ganzen Zahlen her, die Zusammensetzung der eanzen 


Zahlen dureh Multiplieation führt aber auf den Begriff der Primzahlen, die 
nach einem unergründeten Gesetz fortschreiten. Weil nun aus der Kenntnis 
der N ersten ungeraden Primzahlen die Bestimmung der N ersten Zahlen 
A,, As,... Ay, und umgekehrt aus der Kenntniss dieser Zahlen di 


1 \ satrr we) ,ıy ’ = r ns E r | ' ' Y N i I . 
mung des Gesetzes deı Primzahlen bis zu der Zahl 2X +1 fo ) OÖNNEeN 
PIE ad, In Zn antun An nme 4Yh a3 n 11; 
vas Gesetz des F orlTschreitens del eanzzaniloec! eSiallulmeh (cl DEernouttn 


schen und das Gesetz des Fortschreitens der Primzahlen tüı 


vi 


’ ra 1 y € 11 1 ) r \nfa 
treten und haben „leieche Tiefe. 


Ö. 
N nv It 4 2 ı A Alaiehnı 1°) ho 11 
Alle bisherigen nesuifate sind aus der (Gleichung L2.) ADZUIoh 


indem daselbst die Grösse s=2 gesetzt wurde. Nimmt m: 


berücksichtigt die obige zu (11.) und (11*.) gemachte Bemerkung, so eı 


steht die Gleichung 


en) 


if | ne Inm { 


f B, b, (—1)"-1B, BYt'!(n+n 
*%y/ 
a \ 


N ae‘ 4(u | Zm(u 
wo alle Bezeichnungen die mit den früheren eorrespondirende Bedeutung 


haben. Hier tritt nun der Zusammenhang der Dernowillischen Zahlen und der 


Funetion hervor, welche Riemann in der Abhandlung: „Ueber die Anzahl der 


Primzahlen unter einer gegebenen Grösse“, mit S(s) bezeichnet und für die 


| se 
rosser als die 


—- 


Werthe der eomplexen Veränderlichen s, deren reeller Theil 


7 
EN 


nem 


Einheit ist, dureh die über alle ganzen Zahlen » auszudehnende Summe: 
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Ei 
n 
detinirt hat. Indem Riemann die Definition von {(s) auf alle Werthe der 


complexen Veränderlichen s ausdehnt, findet er zwischen {(s) und £(1-s) 
eine Ielation, welehe sich durch die Gleichung 

‘ f ı %s 

2 c08 % SITE) 


ar) 


ausdrücken lässt. Bekanntlich wird der Werth von {(s) für alle ganzzahligen 


{99 “ / \ 
(34.) c(l-s) = 
N / -ı\ / 


geraden Werthe von s durch die Gleichung 
B,. 
2 (2m)! 
dargestellt. Setzt man in (37.) die Variable s = 2m und benutzt die Glei- 


(38)  &(2m) = (An) 
\ , a“ J 


chung (38.), 50 ergiebt sich für {(s) bei ungeradem negativem Werthe von 
s der folgende Ausdruck 


(39)  &C-2m-+1) = 


N / 


(— 1)" B,, 

2m j 
Derselbe repräsentirt das Gesetz der Coeifieienten in der auf der rechten 
Seite von (36.) vorkommenden semiconvergenten Reihe. Man kann deshalb 





die Gleichung (36.) in die folgende Gestalt bringen 
| | 
+ +loea—looe(u+l 
Kr En, - s(u+l) 
403 N) _ &=® Km4N) _ Km) un 
£ ° —— — = = nm — 06 me anna s — > ?, 
Ti Ts ge wer a ar 
a). 4 (3) a S(— 2m Hi S(—-2m—1) PEREEER 
(u }- 1)" (n -H 1)' (u 4 Fun (u, .. a Fe u BE Be 


in welcher nur die Werthe von £(s) für die ungeraden negativen Zahlen 
auftreten. 

Da die Gleichung (36.) aus der obigen Gleichung (15.) dadurch 
abgeleitet werden Kann, dass man jedes Glied mit d« multiplieirt und in 
angemessener Weise integrirt, so ist klar, dass, wenn in (36.) die Dar- 
stellung (7.) der Bernouillischen Zahlen eingeführt wird, eine Gleichung 
entsteht, die aus (18.) dureh Integration der einzelnen Bestandtheile erhalten 
werden Kann. Hierbei tritt die Funetion SLu)du auf, welche für den 
bezeichneten Bereich der Variable « durch die eonvergente Summe 


Fun 1 


—? pp—1) 


N 


lo&e(1—u”r") 
dargestellt wird. 
Bonn, den 19ten Juli 1883. 
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(Von Herrn Wiiltheiss in Halle a. S.) 


Zur Theorie der Transformation hyperelliptischer 
Funetionen zweier Argumente. 





\W ie Jacobi im dritten Bande dieses Journals hervorhebt, sind die 
Wurzeln aus den »+1 reeiproken Multiplicatoren, welche bei der Trans- 
formation der elliptischen Funetionen durch ein System von »+1 nicht 
äquivalenten Transformationen a!" Grades auftreten, durch 4(»+1) lineare 


Gleichungen von ganz speeieller Form verbunden: 
ni 


v=n-1l y gt? 
l) Ze’ Y1:M,=0, 


n—1 


} va) mn / 
) "EM = I(-D°’al:M), 


vv 


nn 
z 
_ 


in denen g ein Nichtrest mod. » ist. Diese Multiplieatoren sind ferner die 
Wurzeln einer Gleichung, deren Coeffieienten rational in dem Modul % sind. 
— Legt man als kepräsentanten der Klassen nicht äquivalenter Trans- 
formationen diejenigen 'Transformationen zu Grunde, bei welchen die Glei- 
chungen zwischen den ursprünglichen Perioden A und iA und den trans- 


formirten A und if die folgende Gestalt haben: 


K=M,A, ik'=M,(2vA,+niA),) 
und 


n—I1 BL 
= 


K=(-1)?nMA, ik'=(—1)°MiA', 
so folgt aus der bekannten Gleichung 


2 


zı 


K= 3(0; k), 


und den entsprechenden: 


2 a? 2 Q.? AN 
24,=80; 1), 24= #0; 9, 
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(wo der Modul 4, zu den Perioden A, und <A,, der Modul A zu den 
Perioden A und i-f' gehört), dass 
n—1 
1:M,=3%(0; 4,):3(0; ), 1:M=(-1)'n3(0; W:33(0; k). 
Es sind also die reciproken Multiplicatoren gleich dem Quadrate der für 


den Werth Null des Arguments ausgerechneten Thetafunetionen, 9;(0; 4,) 
4 


und 3;,(0; #), dividirt durch #(0; A) bez. (—1)’ „ 93(0; k). Demgemäss sind 


diese T'hetafunetionen 


n—1 

9,(0;4,), (-D’n%(0; 4) | W=6,1,...0-1) 
selbst durch Gleichungen verbunden, welche analog den Gleichungen (1.) 
sind, und sie sind Wurzeln einer Gleichung (»+1)ten Grades, deren Coeffici- 
enten rationale Funetionen sind von k, d.i. von einem für den Werth Null des 
Arguments ausgerechneten Thetaquotienten, und (da 9,(0) = #0) #;(0) 9;(0), 
also 

3 (a ] 
‚0; Ldv SQ; h) leo 

ist) von der ebenfalls für den Werth Null des Arguments ausgerechneten 
Ableitung eines 'T’'hetaquotienten. 

(senau ebenso verhält es sich mit den beiden andern geraden T'heta- 
funetionen, und insbesondere noch mit der Ableitung der ungeraden T'heta- 
funetion: auch sie genügen Gleichungen von der Form der Gleichungen 
(1.) und sind Wurzeln von Gleichungen, deren Coefficienten eine ähnliche 
Beschaffenheit wie die der Gleichung für 9;(0; 4,) haben. — 

Es lag nun der Gedanke nahe, dass etwas Aehnliches bei den 
Rosenhainschen Thetafunetionen, also den Thetafunctionen zweier Argu- 
mente stattfinden würde, und ich werde im Folgenden zeigen, dass dies in 
der 'T’'hat der Fall ist. 


$ 1. 
Zu der ursprünglichen Fundamentalthetafunction 


Ss, Tig(0,, 05 9,0,; 7,27, 7) 


(01,025 Tr, ZT, Ta); = ! j 
(rn) 
wobei 
9(%,,%5 01, 055 Ti, 272,79) = 20,0% +20 +7, +20 m Ta+NTa, 


und die Summation bezüglich », und », über alle ganzen Zahlen auszuführen 
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ist, erhalte ich die transformirte Fundamentalthetafunetion : 

ol, 055 Tr, Aa Ta): 
wenn ich die Argumente ®/,© dureh die Gleichungen 
o. = Mm „dı tm, „04 7, (Mm, 30, 4m} 305) + T,»(m, 40, + m; 4%) («=1,2) 
mit den Argumenten e, und o, verbinde, und für 7,,. 7, 7» die aus den 
Gleichungen 


Mara t Marta + Ma 2aTıa Mı,aTıat Mm, Tat To (Mi 3Tı5 My 3 Tag 
berechneten Werthe nehme, wobei die ganzen Zahlen m, nur den Be- 
dingungen 


EZ (mama Maar Mar) = V, (= 1,2,3,4) 
ß=12 
SE (Mia Mpy2,042 Maar Mayo.) = % (“= 1,2) 
P=1,2 


(die Indices sind mod. 4 auf die Werthe 1, 2, 3. 4 zu redueiren) unterliegen. 
Die Zahl <# nennt man den Grad der Transformation. — 
Für das System der Zahlen 
Mm Mn Ms; Mi 
Mm Mn My My 
Mi Ma My My 
Mi Ma Ma My 


nehme ich nun die speciellen Systeme 


' 1 0.00 ——a—0 
‚vo 100 w \_,. 20% 
4.) ak 
u Pa | 00071 

x 0 00 

0 100 z | 0. = 8 8 

GAR.) 0 0 10 EV.) 10010 
0 23,0% | 0.001 


in denen z eine ungerade Zahl und 4, A, 4, beliebige Zahlen sind, und 
erhalte dem entsprechend gemäss den obigen Formeln die vier transformirten 
Thetafunetionen 


3 * 
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1 2, 1 1 
1) 90,0; — (11—24,), — (27,,—24,), — (12— 23,)),, 
. j 1 R s 
(U.) 9(0,—4, %2, Ar, ey (T1— 24,74 hyTy2— 24,), (27,— 21,72), #7.) 
1 
(II) 4 (ze, %; KT, AT, - (12—22,)),, 


5? 


(IV.) 920,205 ZT15 2XT, ZT). 

Giebt man den A,, A,, 4, je x Werthe, die mod. 2 incongruent sind, so 
bilden diese 2’-+2°+2-+1 transformirten T'hetafunetionen ein Repräsentanten- 
system der nicht äquivalenten Klassen von Transformationen, und ich werde 
nachweisen, dass dieses System von transformirten Thetafunetionen die in 
Frage kommenden Eigenschaften besitzt. — 

Zu bemerken ist, dass sich diese transformirten T’hhetafunctionen nicht 
ändern, wenn man die Zahlen A,, 4,, 4, um Vielfache von x vermehrt. Bei 
den '"T'hetafunetionen (L), (III), (IV.) folgt dies unmittelbar aus der 
Definition der 'T’hetafunetion; bei der 'T’'hetafunetion (Il.) aus der Relation: 


(v4 MA)%z, #02} N, Ms} 


; (71—2(l,+mz)tn+ (»+mz) ta —2(1,+mx)), (27. —2(l,+mz)T.), #7.) 
= g(oı—kv:, % 0, m—mn,: 


1 . . 
Pr (Tıı — 2 Tın + MT, Kae 24,), (2T,, — 24, Ta), #7,) pm 2n! m. 


$2. 

Um zu beweisen, dass zwischen diesen #+z°+z2+1 Thetafunetionen 
lineare Gleichungen bestehen, die den Gleichungen (1.) entsprechen, werde 
ich zuerst zeigen, dass sich diese T'hetafunctionen durch die folgenden 
'(z’+1) Reihen linear darstellen lassen: 


a‘ 


’ 1 2 1 
nig(o,,0; “v, +h,#v,-+h,; Fi, — % 6) 


>" x 
Se 
(v) ’ 
| y nig(d,, 9: “v,—h, v,—h,; rn x Un gr T,, 
( F = ph, ho), 
* 
(m=91,.. 7), (Pre 


und 


x—1 x—ı\? 
(m=0,1, a: 3 ), (1,= —1,—?2, .. — 3 ) 


wobei die Summation bezüglich v, und v, von —x bis + 0 auszudehnen ist. 
Diese Funetionen genügen, wie aus ihrer Definition hervorgeht, der Gleichung 
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py(h,+m,z, l,+m,z) = y(h,. h.), 
wenn m, und m, ganze Zahlen sind. — 
Es ist nun, abgesehen von dem Faetor ö@z, der Exponent eines 
Gliedes der Reihe für 
Q „A 9;7N I. 9, A 934.\ 
I Ü, ©; P (T1—24,), % (27,2— 2%, a m (Ta — 24,) 5 
gleich ) 
. . o >), N ")- ‘), )3N\ 
(v1, 0; By Mr (T1—24,), pr (272 —24,), ” (12—24,)). 
In diesen Ausdruck führe ich an Stelle der Summationsbuchstaben n»,. , 
vier neue Summationsbuchstaben durch die Gleichungen 
n, = XV rU,, N, = HV,- U: 
x 1 


ein, von denen v, und », von —x bis +x, u, und ı, von — —,;— bis 
„—1 h . Ei . : , 
laufen, was gestattet ist, da jedem Werthsystem »,, », ein Werth- 


system »,.9,, 4,, 4, entspricht, und umgekehrt. Dadurch wird jener Aus- 
druck gleich 
(9,9; zv, tu, zv+ u . u T : du lat ud, 2N 
r ıı ZV>- a+ — Tuer “ To) U, A, + U, todo rt th) — ZN, 
g\0%,, rn, ı 41, TP Zn rn >) VERTRETEN 


wo N eine ganze Zahl ist, und dem entsprechend wird: 


1 1 1 
R ziglo,,t.; N,,N,,; x (T,—?4,), „(rt ,—24,), —(7,,—24,)) 


ze 
2 ua 1 2 1 
ni,. i h | 
— — (ul tu, u,d,+u;A,) aig(v,,0,;«», TUI TUE Tann ) 
= Se ” =e ER 
(u) (v) 


oder, wenn ich für die unendlichen keihen die Funetionszeichen 
z 1 i A 
v, ®s, % (7 E77 2),), .. .). und F (hi. h,) 
schreibe: 
ee. u . 
N (v,, Ü;, % (T1—24,), % (27,—24,), x. (12—24,)), 
anni , 2ni 


a=4@-), — ——— ul, — — 
—= 19(0, 0)+ s (e ” p(uO)+e * (0, u) 





1a, =, (Bid ta md, ,A,) i 
+ 2 \(e £ p(u,, it) 
2ni,, Ba; 
53 vr (ui — u, R, 4,+ u; 4,) 
\ e 


Und dies ist die gesuchte Darstellung. 





p(u, — u,)). 
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In ähnlicher Weise erhalte ich die betreffende Darstellung von 


1 j 2 ; 
(urn, AU: ” (Tu Ahtnt+ra—24,), (2T2—27T,), #7) . 


B) 


Der Exponent eines Gliedes der Reihe ist hier, abgesehen von dem Factor iz, 
1 . 2 . 
go— hr, ZU, N, Rz, - Tı—2htat+hta— 2A), (272 — 24,7%), #72). 


In diesen Ausdruck führe ich neue Summationsbuchstaben »,, »,, «u durch 
die Gleichungen 
n, =xv, tu, N, = kV, +V5 


a \ x—1 .  x—1 
ein, von denen v, und v, von —x bis +%x, u von — er bis 5 laufen: 


dies ist gestattet, da jedem Werthsystem z,, %, ein Werthsystem »,, r,, u 
entspricht, und umgekehrt. Der Exponent nimmt dadurch die Form an: 
1 2 1 2), u’ 





ei, ®s5 zV, + U, zv,— hu: x Tıı x ieh ER x —2N, 
wo N eine ganze Zahl ist; demgemäss ist 
(u, —ı ee 
nıg\U, —0,0,,%0,, N; (Fu “m Sun Wo 
Se 
(n) 
ni , ’ 1 2 1 
RE: uch, aig(v,v;; »v, +4,29, —A,u; nn Yun 4) 
= 2 % F % % x 
au e e ’ 
(u) (v) 


und hieraus ergiebt sich die gesuchte Darstellung: 


I 


(», | ri 
(2°.) a=4@-1) — neh, i 
= 3p(0,0)+ z e p(u,— ub,). 


Durch ein ganz gleiches Verfahren findet man auch die Darstellung 
der beiden noch übrigen Thetafunetionen durch die Functionen y(h,, h,): 
| zo, %; KT, ZT, = (12—2%,)), 
(2°.) | Zi 


u=t&@—1) en 
zu 10, O)-+ =, e yd0, u), 


(2%)  Ilzv,, 202; AT, 2472, 272) = ZPO, 0). — 


Sollen nun zwischen diesen Thetafunetionen lineare Gleichungen, 


Dh ae u Aal a ee 
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ähnlich den Gleichungen (1°) bestehen, also solehe, bei denen A,, A,, A, 
lineare Funetionen des Summationsbuchstabens sind: 
= 4a,Ss-+6C.. (« = 1,2, 3) 


so kann dies offenbar nur zwischen den Funetionen 


er; 
I(v,, v2, (Tu— 24,), ne 


einerseits, oder den Functionen 
| Fo N 
FH 9 — Ay9,, 20; E (Tu—2htı ...), . 


andererseits, oder endlich zwischen den Funetionen 


+20, 05 Tu... 


möglich sein. Wenn man aber in die Summe 


2ni , 
=e-1 — gs i u | 
»T (0,0; — (T1—2a,s—2c,), — (27,:—2a,8-2C,), - (T’ya— 2438 2c,)), 
s=0 4 7 % /5 
j u . ’ . —1 . 
in der g ein Nichtrest mod. z, und £ eine der Zahlen 1,2, ist. 


den Ausdruck (2°) für die Thhetafunetion in den Funetionen g(h,, h,) ein- 
setzt, so erkennt man unmittelbar, dass derselbe nur dann, aber dann aueh 
immer verschwindet, wenn für alle in Betracht kommenden Werthepaare 
u,, it,, oder was dasselbe ist, wenn überhaupt für alle Werthepaare w,. w, 


ri 4 | 
„-1ı —— s(gl — au —a,u, u, — a,u?) 
>” 
— 


0 
gleich Null ist, d.h. wenn für alle Werthepaare ı,, 1 
a, 1, +a, u, 1, + a; 10; 


ein Rest mod. z ist. Dazu ist nothwendig, dass*) 





*) Dies kann man folgendermassen beweisen: Da g(zy) = a,2r’+a,cy+ a,y’ 
für alle Werthe xy Reste mod. # liefern soll, so müssen insbesondere g(1, 0) und g(0, 1) 
Reste sein, also : 

.=r, s=p? (mod.x) . 
Sind nun p, und p, nieht congruent Null, so führe ich eine Zahl t durch a, =2p,p, ! 
(mod, x) ein; dadurch wird 
say) e+trty)’ ri, 

und hieraus folgt, wenn ich bei einem festen y, das nicht = 0 (mod. x) ist, © alle 
Zahlen durchlaufen, also (p,=-+-p,ty)’ allen Resten congruent werden lasse, dass 
Jeder Rest vermehrt um p:(1—t”)y’ wieder ein Rest sein muss, und dies ist nur 
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a=p, »=2pp,: mp, (mod. x), 
wobei p, und p, ganze Zahlen bedeuten. 

Mithin ist (ich kann bei Berücksichtigung der Bemerkung am Ende 
des $ 1 direct a, = p, u. 8. w. setzen, ohne dadurch die Allgemeinheit zu 
beschränken): 

2mi 


Te 
Ze . 


1 i 1 | 1 2 
DICH ©; En (T1—2pis— 26), „(2 t» —4pps— 26), Pr (1u—2p!s—2e,)), = 0. 


(t=1,2, .... 4(&—1)) 


(A.) 





Hierin sind die Zahlen p,, p:, €, ©, c; ganz beliebig. 
In gleicher Weise findet man: 





2ni gt? 
ie gus 
Ze 24 
(B.) = 
I (0, 620%, AU, . (274 GT; 22 »—2pıs—2c,), (272—26 Ta), zT), = U 


ri 
u gl 
(C.) 5 ® * 920,0; ZT, 1: Ben. (1 2pie—20,)), = un 


s—l) 
Auch hierin sind die Zahlen p,.p:, €, ©, &; ganz beliebig. 
Es sind jetzt noch die den Gleichungen (1’.) entsprechenden Glei- 
chungen aufzustellen. — Um den Werth der Summe 


s—=4—|l 


3 90.025 —(11-2pls—2c)), — (2ru-4pıps— 20), — (m—2pis—26,)), 


u 


zu erhalten, muss man zwei Fälle unterscheiden: 1) die Zahl p, sei nicht 
eongruent Null mod. z. Dann bestimmt man eine Zahl p, durch die Congruenz 
pp; = 1 (mod. x) 
und setzt 
' ! 
PıP: = Pı, 
so dass p, eine Lösung der Congruenz 


pp: = pı (mod. x) 


dann möglich, wenn I1- "=0, also a,=+%,p,, oder da p, und p, ganz beliebig 
sind, wenn 

a, = %p,p, (mod. x). 
Dass, wenn p, oder p, eongruent Null ist, auch a, = 0, also auch hier a, = 2p,p;, 
ist, bedarf wohl kaum eines Beweises. 





RENATE 


R « ER si 7 . FREU TER ” a e a A ee Al 2 a a u 
a 4 las BE EN ar 3 a a an & u a EN nal in Feel Anis Ko Br a rat. Tai gi Bea yo Fehe u a iuen ER m Ks ae ee P) 
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wird, und führt statt s den neuen Summationsbuchstaben r dureh die 
Congruenz 


s = pr (mod. x) 
ein. Dadurch nimmt die obige Summe mit Rücksicht auf die Bemerkung 
am Ende des $ 1 die Form an: 


r=ı—1 1 1 2 k 1 < ' c 1 c OpN\ 
5 3\v,, V; (T,—2pı r—2c,), = (2ra—4pır —2e;), x (T2— 2r—2e;) ) 


r—) 


und setzt man hierin den Ausdruck (2°.) der T’hetafunetion in den Funetionen 
p(h,, h.), so erhält man genau den z-fachen Ausdruck (2’.) der Function 


1 | 
' ' 2 r F-% 2 
(0, -piv., AU, x (T,—2pto+Pp: T3—2c, + 26,p,— 2cC; pP, 3, .. 4; 


7 


also ist 


s=4—l 


1 r | 1 IR Ba j 
E v,0; : (T1—-2pıs—2e,), 2 (275 —4p,p:s — 2c;), = (7u—2p!s—26;)), 


s—ı 





(D*.) 
' 1 r 2) ı I2\ /G ' \ 
. »3(0,—pio,, zv,, — (Fu—2p1724+Ppı 7» —2c,+20,p,—26;p, ), 27, 2pirz),&0), 
Dabei ist p, durch die Congruenz 
Ppıp: = pı (mol. x) 
bestimmt. 
2) Es sei » = 0 (mod. x). Es ist alsdann 
s—4—]1 1 a , 1 1 \ 
= (0,0; —(7u—2pis—2e,), P (212 —26,), j (12—26,)) 
(D’.) }) s=0 4 z % ; 
. \ 1 


wie man erkennt, wenn man die Ausdrücke (2°) und (2) der Theta- 
funetionen in den Funetionen g(h,,h,) substituirt. 


X 


In derselben einfachen Weise, wie bei der letzten Gleichung, weist 
man die Richtigkeit der Gleichungen nach: 
s=x—1 


1 2 ar / h 
(E.) z I(v,- C,%,, AU), pr (7 —26T.+6; T3»—2p,s—2c,), (2r.—2c; Tan), zT,,). 


= 2920,20 ZT 2XTy Ta), 
N 1 £ 
B3 I(zo,, %2; KT, ZT, (7u—2p!s—2c,)), 
(F.) s—0 “ v 
= 2820,80 ZT DIT ZT). 
Die Gleichungen (A.), (B.), (C.), (D.), (E.), (F.) haben noch nicht 
ganz genau die Form der Gleichungen (1.); wenn man aber setzt: 
Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 1. 4 
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1 1 
3(v, "+ (Tu1—24,), = (27.2— 24,), = (—24)), = F,(w1, 02; Ay, Ar, 45), 
N 1 B . 
3 (vv, #0, er (Tı— 2 ht +ht2—24,), (27, — 27T), #72), 
= CTDZTR (01, 025 Ay An, 0), 
| i NT 
9(zv,, %2; AT, 27,,, r (1n—24,)), = ey (©, 95 0, 0, 45), 
I(20,20% ZT DIT ZT) = (DV F,(o,v; 0, 0,0), 


so lassen sich diese Gleichungen sämmtlich in der Form schreiben: 


Pe Se 


2rti 


2 
s=ı—1l —_ gi 


$ 
u.” F,(0,, %; p1s+c., 2pıp:s+ Cm Pps+6) = 0, 


Sie 
F; F.(e, ©; PIS+C., 2Pıprs+ cn Ps+G) = MR DAÄFz(O, 025 Ay, An, As), 
und zwar ist, wenn 
erstens & = 1 ist, 91, Pa Cı, €, C; beliebig, und 
a) wenn p, nichtt=0 (mod. z), so ist ?=2, 4, = 4 — C,Pı + GPL, 
,=p), ,=0, wobei 


pPıp: = pı (mol. x), 
b) wenn R =0 (mod. 2), so st f=3, 4,=-0, ,=0, ,=c; 
zweitens, wenn @=2, so ist 9, 61, &% beliebig, rn =; =0, f=4, 
k, zu ia =), == 0; 
drittens, wenn e=3, so ist p. & beliebig, n = =c.=0, f=4, 
„eh=h=(. 
Die Funectionen F 


[164 


genügen dabei zu Folge der Bemerkung am 
Ende des $ 1 der Gleichung 
(3.) F, (v,, %: htm, tm, h,+m;%) un: F,(e\, ©, Ay da, h3), 
wenn m, m,,m, ganze Zahlen sind. — 
Die Darstellung (2°) der T'hetafunction 
1 
“ . 7 Y 
9(tı, ü), — @u—24,), ER 


durch die Funetionen g(h,,h,) führt auch noch auf einen Zusammenhang 
zwischen der Thetafunetion und der zweifach Gaussischen Reihe. Setzt 
man nämlich in die Gleichung 





u zeig, 9; n,+%0,0,+%,; T,,,27,,,7,,) 


(n) 
> Se 


(n) 


nig(w,, W;, N,R,, O1 20,5; 0,,) 
? 
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welche eine lineare Transformation darstellt, und in der 


0, = — Ty:(7,T9—T), O2 =Tj: (T,T9—T)), Ta = —T,, (Tut —7 12) 


ist, den Werth a, bez. — an Stelle von »,, bez. w,, und den Werth 
#T,, bez. 2T,, 2, an Stelle von 7,, bez. 7,,, 7», und summirt die Glei- 
chung über <= +1 und —1, so wird die linke Seite gleich p(u,, u,), wenn 
man in p(w,, 4,) die Argumente gleich Null setzt. Und lässt man jetzt die 
Werthe von 7,,, 7, T, sich so verändern, dass die Coefficienten von ö in o,, 
und 0, immer grösser und grösser werden, so nähert sich der Werth der 
rechten Seite dem Werthe 2, so dass man hat: 


- N x 


Demgemäss erhält man aus der Gleichung (2‘.) 


i za ’ 1 2 | N 
lim (27; 111 3(0, v; 4 (T1—24,), Pr. (2 12—24,), : (T2— 2i,)), ) 





7 
ni „ ni , 
peia-), — ah 7 — —— ut, 

= 1+2 = (e te ‘ ) 

Br , Ini,, ne 
on), — — Bhtuamhrmh) — —— lu h— um, A, t+u;d,) 

+22 (e te } 

Hi, ua—1 


Die rechte Seite hierin ist genau gleich 


ni, , : 
u (ui h. tu, h, + M; h,) 
e 4 
U, Ha) 
also genau gleich der zweifach Gaussischen Reihe. Bemerkenswerth ist. 
dass im Exponenten der Glieder der Gaussischen Reihe das Produet ır, ws, 


nicht den Zahlenfactor 2 hat *). 





$ 3. 
Die Funetionen F’, d.i. also abgesehen von constanten Multipliea- 
toren die Quadrate der transformirten T’hetafunctionen, lassen sich, wie ich 





*) Auf diese Beziehung zwischen der Thetafunetion und der zweifach Gaussischen 
Reihe hat mich Herr Kronecker aufmerksam gemacht, als ich ihm diese Arbeit zum 
Einrücken in das Journal für Mathematik einreichte, Herr Kronecker hat, wie er mir 
mittheilte, diese Beziehungen wie die in diesem Paragraphen enthaltenen Resultate 
schon am 27. Febr. 1868 in einer Abhandlung „über die verschiedenen Beweise des 
Reeiproeitätsgesetzes für die quadratischen Reste‘ der Akademie zu Berlin vorgelegt 
(vgl. Monatsberichte von 1868, S. 132), ohne sie jedoch zu veröffentlichen; auf sein 
Anrathen habe ich auch diesem Paragraphen die vorliegende Fassung gegeben, 
während ich früher zuerst die Gleichungen (A.), (B.), ... ableitete und aus diesen die 
Zerlegung (2.) folgerte. 

4* 
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im Folgenden zeigen will, rational durch die ursprünglichen Thetafunctionen 
ausdrücken, ohne dass dabei noch andere Funetionen nothwendig werden. 
Der Einfachheit der dabei gebrauchten Formeln halber will ich annehmen, 
es seien A,, A,, A; durch 4 theilbar 


1, = 4, (= 1,2,3) 


was auf Grund der Gleichung (3.) geschehen kann. 
Bezeichnet man nun mit s, m,, M;, 2,, 2, beliebige Zahlen, von denen 
die 4 letzteren der Bedingung genügen: 


(4.) m, N, — Ms N, == 1, 
so ist der Ausdruck der transformirten Fundamentalthetafunetion 


1 . 
9(v,, 9% (Tu—84,),.. y 


durch die ursprünglichen Thetafunctionen 9(%,, 9%; 7, 27,, Ta),, die ich 
hier und im Folgenden einfach mit 9(v,, v,), bezeichnen will, der folgende: 


1 ii an 2 ’ 
Il, 0; — (au 8h), (Ar Eh), (rn 8H)), 


N 
\ 


d.) 


= CZ Hr, ++), 


5 


Dabei ist C eine Uonstante, 


t,(p) = Pı(Tu—84)+Pp2(T.—44,), T,(p) = pı(Ta—42,)-+Pp: (12 — 84) 
(für p= m,n), und 


x(u) = Zu(n,v, + n,v;,) +7 (nt, (n) + n;T; (n)), 


und das Produet über « und die Summe über » ist von Ban 2 bis Me 
zu nehmen. Man überzeugt sich von der Richtigkeit der Gleichung dadurch, 
dass man die Argumente um die transformirten Perioden 
1 1 1 1 
0,15 1,0; rm), Ir,m); rm), 720) 

vermehrt, aus denen sich zu Folge der Gleichung (4.) die sämmtlichen 
transformirten Perioden ganzzahlig zusammensetzen lassen; denn dadurch 
ändert sich die Gleichung nicht, was ja die hinreichende und nothwendige 
Bedingung ihrer Richtigkeit ist. 

Der Einfachheit halber will ich in der Folge s= (0 annehmen. 

Den Exponentialfactor e”'*“) ersetze ich, wie dies auf Grund der 
Formeln, welche 
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30, +4 Spı + IqıTu+3 IT, +1 SP: +4 > Qı Tat: 19:T,)n 
in 9(v,, 9%), überführen, geschehen kann, durch 


”g a), 7 par. sn. t,(n), je — IM r,(n)) $(v,,v,) 


0,0, Er, a Hu +ar (a), 2, +ur,(n)), 





04 


6) e* ix) _ 


wobei /=5, wenn u ar, und wenn « ungerade, /= 01, oder =4, oder 
—23 ist, je nachdem z, ungerade und rn, gerade, oder », gerade und , 
ungerade, oder z, und », ungerade ist. Alsdann will ich die rechte Seite 
der Gleichung (5.), abgesehen von der unbestimmten Constanten C, mit 
v(9,%; 7,(m)) bezeichnen: 


(5%) Ilo,0; - (7,82), — (27,84), (1, 84)), = Cyv(9,9; 7m). 


Die entsprechenden Formeln für die übrigen T'hetafunetionen erhalte 
ich, indem ich die Argumente um halbe ursprüngliche Perioden vermehre. 
Es ergiebt sich: 


1 nn 17 un 1 zu fe \ 
(5°.) 9(e,, v2, (Tu—84,), 2 (273—84,), „ (t2—84)), = ( v(3,95 T,(m)). 


Die Constante C hat dabei für alle Indices der 'I’hetafunetionen 
denselben Werth. 
Nun ist bekanntlich 


a) IE %Ko,o,) 2 Io, 9; = ER en Ile, o):], _ 
| = 7°9(0, 0), 900. 0),.9(0,0),.9(0,0),. 
und mit Rücksicht auf diese Gleichung nimmt der Ausdruck für die Fune- 
tion Fi(o,, 0; 44,, 44,, 445) die folgende Form an, in der ich zur Abkürzung 
3[v,, ©], anstatt 


> 


1 Rn 
geschrieben habe: 


5) D) r .ı 2 3v v.|. 
a F,(o,, ©, Bw 1913 hs 


310,0], 910,0], #0, 0], #[0, 0], 
0 Ö DB, 

[2 3 [v1 d2]ı De. Ir, dv.) — ör, 30, ® az m „Flo, ol], 

Substituire ich jetzt hierin für 9[e,, ©], die Ausdrücke Cw(9,,9,; 7,(m) ), 


so erhalte ich die gesuchte Darstellung von Fj(e,,®; 44,, 44,, 44,), die 
ich mit 
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(8°) ®Fi(o,0; 44,44,44) = #l(o0,0; 9; T,(m)) 
bezeichnen will. Der Ausdruck 7 enthält nicht mehr die unbestimmte 
Constante ©. 


Die entsprechenden Ausdrücke für die übrigen Functionen F habe 
ich mit Hilfe der linearen Transformation der 'T'hetafunetionen hergestellt. 
Wendet man nämlich die lineare Transformation 


Il, Wa} Tin AT, Tz})k, 








..Ww; 
— 7r Fu 2 
are T,, Ta 1 M T,,T,, —T,, Ta a 1 
“RER » a la m = ic” T,, »» 
(bei welcher für A = 0,1, 2,3, 4,5, 01,34 der Index k, = 03,13, 23, 3, 34,5,01,4 
ist, und die Constante e, überall den Werth 1 hat ausser beih=3, ws, =—ü 


ist) auf die beiden Seiten der Gleichung (5’.) an, nachdem man in derselben 
4, hat Null werden lassen, und setzt alsdann z,,, bez. 7;,, Ta, ©, ©, an Stelle von 


. T ® 
(Tı, Ta — 7) : Toy, bez. — Tj2: Toy 1: Ta, % vg %,, T : > 
22 22 
so erhält man einen Ausdruck für 
1 
! ! 
3(v, —4h,v,, AV,, . (Tıı lei SA,T,5 -- - .), .. .) 


h’ 
der sich von dem mit Cw(9,,9,; 7,(m)) bezeichneten Ausdruck nur dadurch 
unterscheidet, dass die Constante C einen andern Werth hat, dass an Stelle 
von r,(m), t,(m), bez. 7,(n), T,(n) die Grössen 

r(p) = Pı(t1 Ihr, —84)—p,.44, %(p)=pıta—Aht,)—p, Gm) 
stehen, und dass an Stelle der T'hetafunetion 9(v,, v,), eventuell eine andere 
Thetafunetion, 9(v,, ®),, steht, wobei, wo uw gerade ist, 4, =5, wo u 
ungerade ist, 4 = 01, oder =34, oder =2 ist, je nachdem », ungerade 
und », gerade, oder n, gerade und », ungerade, oder r, und n, ungerade 
ist. (Vergl. (6.)) Dem entsprechend muss man diesen Ausdruck, abgesehen 
von der multiplicativen Constanten mit w(9,,9,; T,(m)) bezeichnen; und 
man findet alsdann: 


f 1 ; 2 : 
3(v, en 4A,v,, AU, x (Tut + 164° 7,— 84, ), (ru —8hrtz), Kun). 
= IC, v9, 3; T, (m) ). 


Wenn ich nun zur augenblicklichen Abkürzung 9o,, w;|, anstatt 


1 ' 
9(w,, 0, Au—8hrtat), .- ). 


(9) 
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schreibe, so folgt mit Hilfe der en (7.), da 


ö 4 
[5 $ 101-4302, 20.11 910 —4kon zuf—e | 


8 Ei FF: 
= | —- 0. ©, —— ve, vo, |, 
de! uU £ or v, za 1; |3— Ran v) Fa 0 
ist: 
9\v, —AA,v,, “v,\ 


2% ’ HM 0 PR a(& - . — ne z— 
7 "F;(o,, (2 44, 1) 4 =) ) = ( 1): "310, 0), Fo, 0}, 0, 0}, 30, 0, 


6) ’ 6) 
y ] | nf ] 
® rt I ® m 4 Ih Os Us! u‘ ® ze 4 is D: PA ®5! 
= 1 2w2) 2\1 ov, ”z 202) 2,3 
6) o 
— ( u . . he) ” ( ) nn Yu “ ” | 
rw 30, — 44,%;, AUs|z dv Fr, 44,0, zo.|.] 4 


v, 2 nel 
und substituire ich hierin für die T'hetafunetionen den obigen Ausdruck (9.), 
so nimmt die rechte Seite eine Gestalt an, die ich entsprechend der Bezeich- 
nung in der Gleichung (8°) mit 

8) »"”FR(lo,v%; 44,44,0) = Plv,0; 9; T,(m)) 
bezeichnen muss. 

Durch die ganz gleiche Betrachtung, wenn man nur die lineare 
Transformation, bei welcher an Stelle von z,., 7,, 7, die neuen Perioden 
— 1:7, —72:79, (7,79 -—-7T)):7T, treten, anwendet, findet man 

(8) a’R5(o,%; 0,0,4%) = Ple,0; 9; Tu(m)), 
(8) R&o,0; 0,0,0 ) = Fle,0; 9; Tu (m)), 
wobei 
ı(P) =-PitPptm (pP) =Prltn— 84), 


ı / 


rn (P)=—Pp 7, (p)=—Pp: 


und (vergl. (5.), (6.)), wo u gerade ist, 4,=4,=5, wo u ungerade ist, /, = 12, 
oder =4, oder = 03, = 12, oder = 34, oder = 0 ist, je nachdem », un- 
gerade und 2, gerade, oder », gerade und 2, ungerade, oder », und », un- 
gerade ist. — 

Die Ausdrücke 7 kann man ferner verwandeln in das Produet aus 
9° (0,,0,),:9°°(0, 0), und einem Factor, der rational aus Quotienten von 
T'hetafunetionen gebildet ist. Es gehen nämlich bei Anwendung der For- 
meln, welche I(e,+a,, %:+@,), I (®,— a, ©%—@,), durch 9 (v,, v,), und 9 (a, @,), 
darstellen, die einzelnen Producte des Ausdruckes (5.) von 


1 
C . 7! 
9(v,, ul Bere (Tı— 84), a 


(p=m,n) 
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und der entsprechenden Ausdrücke von 


%oı, d;, = (Tu —84,), en Jh 


über in Summen von Gliedern der Form: 


2 2 

‘ 
4 
” 


v v u u 
er) 7 0), te), 


30,0), | { 





wo f,, 9,;, h, bestimmte Indices bedeuten. Ferner kann man mittelst des 
Ausdruckes (6.) von e”'7“), und auf Grund der aus der eben angewandten 
Formel abgeleiteten Gleichung 


3 (%,—4,, %—4,), (0 —b,, v,—b,); 








— 4 (©, ©); Io, — (a,+ b,), %,— (a, + b,))s 


(wo R eine rationale Funetion von T'hetaquotienten bedeutet, die für die 


a A | ab ab 
Variablen v,, v, oder die eonstanten Werthe Te bez. 0,0 aus- 


gerechnet sind) nachweisen, dass 


aa EICH * - 7, (m), 024 — ı @)), = 0, 0),9° (01 02); Rı, 

| sn, 

wo R, eine rationale Funetion von 'T'hetaquotienten bedeutet, die für die 
Variablen »,, v, oder die constanten Werthe ee t,(n), — t,(n), bez. 0, 0 aus- 
gerechnet sind. Daraus erkennt man, dass der Ausdruck w(9,,9,; T,(m) ) 


auf die Form gebracht werden kann: 


n9( - t (m), - T, (m)), 
VE EM) = nn. , (0,0), (0, 92); Ro, 
wo R, ebenso zusammengesetzt ist wie R. — 
Aus dieser Beschaffenheit der Functionen y folgt nun mit Rücksicht 
auf die Gleichung (7.), dass 
3*(0,,0,), 





(10) #lo,0; 95 T.(m)) = R,, 


0,0, 
wo R, wieder ebenso beschaffen ist wie R, und R,.. Und hieraus geht her- 
vor, dass 





(0, 0; 421, 44, 44) :9°(0, 0); 





Sn Re a a ei aha SH 
2 ERITREA 








Wiltheiss, zur Transformation hyperelliptischer Functionen. 33 


gleich einer rationalen Function von ursprünglichen T’hetaquotienten ist. 
die für die Werthe 
1 


FIR \ 
2% TR), , -T2(M), bez. 0,0 


1 ; 
/ N 
r, (m), 3, (m), bez. = 


der Argumente ausgerechnet sind. Da nun (die "T’hetaquotienten, deren 
Argumente gleich dem 2z'" Theil von Perioden sind, die Wurzeln von 
Gleichungen — den Theilungsgleiehungen — sind, deren Coeffieienten sich 
aus den für den Werth Null der Argumente auszereehneten Thetafunetionen 
rational zusammensetzen, so sind aueh die Functionen 


F, (0,0; 44, 4%,, 4),) :3°(0,0), 


die Wurzeln von Gleichungen, deren Coefficienten rational aus den für den 
Werth Null der Argumente ausgerechneten ursprünglichen T'hetafunetionen 
gebildet sind. 

Dasselbe gilt auch von den übrigen Funectionen F, da die Ausdrücke 
Y für dieselben die ganz gleiche Beschaffenheit haben. — 

Die Ausdrücke 7(0, 0; 9,; 1%’ (m)) für die verschiedenen Functionen 
a®F,(0, 0; 44, 44,, 44,) unterscheiden sich nur dadurch von einander, dass die 
Thhetaquotienten je für andere Bruchtheile der l’erioden: 


1 f4 \ l f \ | 4 x 1 / x | ı | I, . | ! 
dx rm), % r,\m); 3% (N), 3% r,(n) odeıl 3x (m), 3% r,(m); EIC., 


ausgerechnet sind, und dass an gewissen Stellen andere 'T'hetafunetionen, 
9, 9,, ete., stehen. Nimmt man aber insbesondere nn = 1, m, = (0 an, 
so wird 

F(0,0; 44, 44, 44,):9°(0,0), = (0,0: I; T.(m)): 90,0 

F;(0, 0; 44,,44,0) :9°0,0), = (0,0: 93 7,(m)): (0,0), 


a@\ 


und die Ausdrücke auf der rechten Seite unterscheiden sieh jetzt, für diese 
speciellen Werthe von z, und z,, nur dadurch, dass die Quotienten der 
Thetafunetionen für verschiedene Bruchtheile der Perioden ausgerechnet 
sind; diese Ausdrücke sind also in derselben Weise aber je aus verschie- 
denen Wurzeln der Theilungsgleichungen zusammengesetzt, sie sind mithin 
conjugirte Funetionen bezüglich dieser Gleichungen. Folglich genügen die 


sämmtliehen Funetionen: 





F\(0,0; 44,,44,, 44,): ”(0,0), und F3(0,0; 44,4%, 0) :%9°(0, 0),, 


die diesen Ausdrücken gleich sind, einer und derselben Gleichung. 
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Nimmt man ferner z,=0, »»=1 an, so findet man durch dieselbe 
Betrachtung, dass dies auch je bezüglich der Functionen 


F,(0,0; 44,,44,,443):9°(0,0), und F3(0, 0; 0, 0,44,):9°(0, 0),, 
bez. F3(0,0; 44,,44,0) :9°(0,0), und Fi(0,0; 0,0,0) :9°(0, 0), 
der Fall ist. 

Folglich sind wir zu dem Resultat gekommen, dass die sämmtlichen 
1-+-2+x°+7° Functionen 

F}(0,0; 44,, 44, 445) :9°(0, 0), 
Wurzeln einer und derselben Gleichung sind. 

Da F;(0,0; 44,,44,,44,) unmittelbar das Quadrat einer transformirten 
Thetafunetion, oder das Quadrat einer transformirten T'hetafunetion, die mit 
Y(—1)!* ®z bez. (—1)!*P% multiplieirt ist, bedeutet, so findet sich auch hier 
eine vollkommene Analogie mit den T'hetafunctionen einer Variablen (vergl. 
die Einleitung). 


$4. 

Die hesultate, zu denen wir bezüglich der Fundamentalthetafunetion 
gekommen sind, bleiben mit geringen Modifieationen auch für die übrigen 
T'hetafunetionen bestehen. Vermehrt man nämlich in den 1+2-+7°-+7° 
transformirten Thhetafunetionen die Argumente »,,©, um eine halbe ursprüng- 
liche Periode 

7 = Its latgkar (@=1,2) 
so geht die Fundamentalthetafunetion über in eine andere T'hetafunetion mal 


ni 
m pi — 
V 2 
? e 


(2, +37,)+4,(2o,+ $r,)| 

wo v eine bestimmte Zahl ist. In den Gleichungen (A.), (B), ... (F.) 
heben sich die Exponentialfactoren hinweg, da sie in allen Gliedern die- 
selben sind: ferner, wenn ich 4, 4,, 4, durch 4 theilbar annehme, so werden 
die Indices der verwandelten 'T’hetafunctionen überall einander gleich, und 
die Potenz von i, die zu den einzelnen Gliedern als Factor tritt, wird 
überall gleich 1, ausser auf den rechten Seiten der Gleichungen (D.), (E.), 
F.), wo sie bei gewissen Thetafunctionen, aber nur wenn z= —1 (mod. 4), 
auch gleich —1 werden kann. Mit diesen Modificationen bleiben also die 
Gleichungen (A.), (B.), ... (F.) bestehen, welche 'Thhetafunetion in denselben 
auch an Stelle der Fundamentalthetafunetion tritt. 
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Ferner, die Entwieklungen des $3 hängen gar nicht davon ab. 
welche T'hetafunetion unter den Funetionen F verstanden wird. Denn ver- 
mehrt man in den Gleichungen (10.) und in den entsprechenden Gleichun- 
ven die Argumente um die halben Perioden |r,, 47,, so heben sich in 


diesen Gleichungen der Exponentialfaetor und die Potenz von ö hinweg, 


und es tritt nur insofern eine Aenderung ein, als die Fundamentaltheta- 
funetion durch eine andere 'T'hetafunetion ersetzt wird, was auf die an diese 
Gleichungen geknüpften Entwicklungen keinen lKLinfluss hat. 


Halle a. S., Februar 1883. 








Bemerkungen und Zusätze zu Steiners Aufsätzen 
über Maximum und Minimum. 


(Hierzu Figurentafel 1.) 


(Von Herrm Rudolf Sturm in Münster i. W.) 


Neeiner hat sich bekanntlich längere Zeit mit Untersuchungen über 
Maxima und Minima der geometrischen Figuren beschäftigt. Zum Theile 
publieirte er sie als „Aufgaben und Lehrsätze“, zum Theile aber auch in 
ausführlicheren Abhandlungen in den Bänden 13—18, 21, 24 dieses Journals 
und in den Monatsberichten der Berliner Akademie für 1836, 1837, 1838. 
Von den ausführlichen Abhandlungen treten besonders hervor der Aufsatz 
iiber den Krümmungsschwerpunkt ebener Curven (Monatsber. 1838; dieses 
Journal Bd. 21) und die beiden grossen Aufsätze: „Ueber Maximum und 
Minimum bei den Figuren in der Ebene, auf der Kugelfläche und im Raume 
überhaupt“ (beide im 24. Bande dieses Journals, der erste auch in Bd. 6 
der ersten Serie von Liouvilles Journal), welche ich im Folgenden, da ich 
mich insbesondere auf sie beziehen werde, mit VW, DB eitiren will. Auch 
in ihnen begnügt sich Steiner oft, zumal in den schwierigeren Partieen, mit 
der Angabe der Resultate oder kurzen Andeutungen. 

Die gesammelten Werke Steiners bringen die erwähnten Arbeiten 
alle im zweiten Bande: U, B sind die im Inhaltsverzeichnisse unter Nr. 16, 17 
aufeezählten, die andern No. 3, 95—12. 

Es scheint, als wenn gerade dieser Theil der Thätigkeit des grossen 
(reometers wenig zu weiteren Arbeiten Anregung gegeben hat; die Heraus- 
gabe der gesammelten Werke, für welche wir der Berliner Akademie zu 
grossem Danke verpflichtet sind, wird wohl darin Aenderung schaffen. 

Ich erlaube mir, im Folgenden einige Betrachtungen zu veröffent- 
lichen, zu denen mich das erneute Studium der Steinerschen Arbeiten über 
\laximum und Minimum angeregt hat. 
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Es haben mich vorzugsweise folgende Fragen beschäftigt. 

Im ersten Abschnitte bespreche ich die Folgerungen, welche Steiner 
an den „Hauptsatz‘“, dass von allen ebenen Figuren gleichen Umfangs der 
Kreis den grössten Inhalt hat, in A No. 19—25 geknüpft hat, discutire die 
Frage, ob bei gegebenen geraden Seiten und gegebener Länge L der 
Zwischenbogen oder gegebenem Inhalte stets ein und nur ein „Kreisstück“ 
möglich ist; was in A nicht geschehen ist, so dass Steiners Umkehrungs- 
satz, bei dem der Flächeninhalt als gegeben vorausgesetzt wird (No. 23). 
nieht ganz correet gefasst erscheint. Für den Fall, dass die Summe von 
mehr als zwei geraden Seiten statt der einzelnen Seiten gegeben ist (No. 24), 
gebe ich ($ 13) einen exaeten Beweis, während derjenige von Steiner, wenn 


ich die freilich sehr kurze Andeutung richtig verstehe, auf einen — von 
ihm selbst an anderem Orte als nicht befriedigend bezeichneten — unend- 


lichen Prozess hinausläuft. Sodann wende ich mich zu dem Satze (den 
ich kurz „Sectorsatz" nenne), dass von allen Linien gegebener Länge. 
welche die Schenkel eines gegebenen Winkels verbinden, der Kreisbogen 
um den Scheitel als Centrum den grössten Inhalt mit den Schenkeln ein- 
schliesst (U No. 50). Aus der Darstellung Steizers, der sich mehrfach mit 
diesem Satze beschäftigt hat, bleibt unklar, ob er ihn auch bei dem con- 
veren Winkel noch für richtig gehalten hat: einige Stellen lassen dies, 
handschriftliche Notizen hingegen das Gegentheil vermuthen; Steiners Beweis 
d No. 20, der den eonvexen Winkel zuzulassen scheint, halte ich für nicht 
richtig oder wenigstens für unvollständig. Ich zeige, dass der Satz im 
Falle des convexen Winkels nicht mehr gilt, und weise das Maximum 
nach ($ 15). 

Zum Schlusse des Abschnitts gebe ich, den neuerdings (Gött. Nachr. 
1882) von Herrn Edler gelieferten directen Beweis des „Lauptsatzes" um- 
bildend und vereinfachend, einen direceten Beweis des Sectorsatzes, der dann 
zugleich den Hauptsatz mit umfasst; worauf ja Steiner mehrfach hinzielt. 

Im zweiten Abschnitte beschäftige ich mich mit den einem gegebenen 
Polygone eingeschriebenen Polygonen von kleinstem Umfange. In AU No. 63, 
64 hat Steiner diese Frage in Angriff genommen; doch bleiben einige Fälle 
noch unerledigt. Er behandelt den Fall, dass das gegebene Polvgon un- 
gerade Seitenzahl hat, und im andern Fall gerader Seitenzahl nur den Special- 
fall, dass die Summe der geraden (oder ungeraden) Winkel zu 27 com- 
mensurabel ist. Aber auch selbst dann ist das gefundene Resultat nicht 
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immer brauchbar. Z. DB. beim Dreiecke ist das Höhenfusspunkten-Dreieck 
nicht mehr das eingeschriebene Dreieck vom kleinsten Umfange, wenn das 
gegebene Dreieck stumpfwinklig ist, wie Steiner schon selbst bemerkt hat, 
und beim Kreisvierecke sind das Viereck der Fusspunkte der aus dem 
Diagonalenschnitte auf die Seiten gefällten Lothe und seine Parallel-Vier- 
ecke nicht mehr eingeschriebene Vierecke kleinsten Umfangs, wenn das 
gegebene Viereck den Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises ausschliesst. 
Ich erledige diese dem Sieinerschen Kesultate sich nicht subsumirenden 
Fälle des Dreiecks und Vierecks, so wie aber auch den von Steiner gar 
nicht behandelten Fall des allgemeinen Vierecks (vergl. in Bezug auf das 
ltesultat $ 33). 

Sodann möchte ich hier zwei von mir gegebene einfache Beweise 
($ 22, 24) von Maximums-Eigenschaften hervorheben, welche Steiner je am 
Ende von A No. 63 III A und B ausgesprochen und selbst aus einem 
allgemeineren Satze abgeleitet hat. 

Der kurze dritte Abschnitt bringt einige kleinere Sachen: einen 
veometrischen Beweis des von Steiner unbewiesen gelassenen Satzes 
No. 3 IV 2), die Ermittelung der kleinsten und grössten unter den Geraden, 
welche den Inhalt, bez. den Umfang eines Dreiecks hälften, sowie der 
(reraden, welche, durch einen gegebenen Punkt innerhalb eines Winkels 
sehend, von demselben das Dreieck kleinsten Umfangs abschneidet. 


I. 

$1. Den Satz, welchen Steiner in A als Hauptsatz bezeichnet hat: 

„Der Kreis hat von allen (ebenen) Figuren gleichen Umfangs den 
grössten Inhalt und von allen Figuren gleichen Inhalts den kleinsten Umfang“ 
hat er von verschiedenen Seiten her zu beweisen gesucht: wir finden 
Beweise in A No. 17, B No. 8,9, 21,25. In diesen Beweisen wird die Figur 
grössten Inhalts durch eine gewisse Eigenschaft charakterisirt, von der Be- 
schaffenheit, dass bei jeder Figur, welche sie nicht hat, durch eine zuge- 
hörige Operation eine Vergrösserung des Inhalts, unter Beibehaltung des 
Umfangs, möglich ist. So ergiebt sich in A No. 17, dass die Maximal- 
figur so beschaffen sein muss, dass jede zwei Punkte, welche ihren Umfang 
halbiren, aus jedem beliebigen weitern Punkte des Umfangs unter rechtem 
Winkel gesehen werden; in B No. 9, dass jede 4 Punkte des Umfangs der 
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“7 e 


Maximalfigur auf einem Kreise liegen müssen. Aehnlich wird in andern 
Fällen verfahren. Es wird sich herausstellen, dass die genannte Operation 
doch bisweilen bei Figuren, welche die erwähnte Eigenschaft nicht besitzen, 
wegen gewisser Beschränkungen, nieht ausführbar wird, dass also bei der- 
artigen Figuren auf die genannte Weise die Grösse, um deren Maximum 
oder Minimum es sich handelt, auch nicht vergrössert oder verkleinert wer- 
den kann, und dass sogar mehrfach gerade solche Figuren das Maximum 
oder Minimum aufweisen. 

Ja selbst, wenn Beschränkungen nicht statt haben, wenn thatsächlieh 
nur eine einzige Figur existirt, bei welcher die genannte Vergrösserungs- 
oder Verkleinerungs-Operation nieht ausführbar ist, wie bei den Beweisen 


des Hauptsatzes, wird man — und Steiner hat dies ja selbst an anderer 
Stelle bemerkt — von Beweisen der Art, wie sie oben geschildert sind, 


niemals recht befriedigt sein; obgleich ja sicher nur jene einzige Figur 
die Maximal-, bez. Minimalfigur sein kann. Und dies ist bekanntlich mehr- 
fach in Bezug auf einige der Steinerschen Beweise geäussert worden. 

$ 2. Befriedigend wird ein Beweis nur dann sein, wenn die be- 
treffende Grösse bei der Maximal- oder Minimalfigur und bei einer beliebi- 
sen andern der Voraussetzung entsprechenden Figur direet verglichen wird; 
also etwa so, dass die letztere Figur derart verwandelt wird, dass die be- 
treffende Grösse sich vergrössert, bez. verkleinert, aber wiederum nicht so, 
dass zur Ueberführung in die Maximal-, bez. Minimalfigur eine unendliche, 
oft gar nicht übersehbare Reihe von Verwandlungen nothwendig wird, oder 
— wenn ich den von Herrn @Geiser*) mitgetheilten Ausdruck Dirichlets 
richtig verstehe —, dass die Maximal-. bez. Minimalfigur nur asymptotisch 
erreicht wird. 

Z. B. in dem Beweise ® No. 9 des Hauptsatzes geschieht bei einer 
beliebigen Figur, bei welcher ja beliebige vier Punkte des Umfangs nicht 
auf einem Kreise liegen, die Vergrösserung dadurch, dass man deren Vier- 
eck in ein Kreisviereck, mit Beibehaltung der Seiten, verwandelt und dann 
die früheren Segmente wieder auf dieselben autsetzt; so dass der Umfang 
erhalten bleibt. Aber eine Wiederholung der Operation zerstört die Wir- 
kung der vorhergehenden, und es ist gar nicht abzusehen, wie man so zum 
Kreise selbst gelangen soll. 


*) @Geiser, Zur Erinnerung an Jacob Steiner, Zürich, 1874, S. 28. 
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Steiner selbst tadelt, wie schon bemerkt, in X No.5 den unendlichen 
Verwandlungsprozess an dem Lhwilierschen Beweise des Satzes, dass von 
allen Dreiecken gleichen Umfangs das gleichseitige den grössten Inhalt 
hat: obgleich bei diesem Beweise der Verlauf des Prozesses wenigstens 
übersichtlich ist, indem bei jedem der unendlich vielen eonstruirten gleich- 
schenkligen Dreiecke der Unterschied zwischen Basis und Schenkel kleiner 
als beim vorhergehenden ist, also durchweg ein Fortschritt auf das Ziel 
zu erfolgt. 

In seinem Beweise II dieses Satzes hat Steiner selbst ein Muster 
eines solchen befriedigenden Beweises gegeben, indem er das beliebige 
Dreieck durch drei Transformationen, bei denen je der Umfang erhalten, 
der Inhalt vergrössert wird, in das gleichseitige überführt. 

Kinen solchen befriedigenden Beweis des „Hauptsatzes® hat nun 
neuerdings Herr Edler gefunden*). Ich werde später Gelegenheit haben, 
über denselben zu sprechen; jetzt will ich zunächst die Betrachtungen, 
welche Steiner an seinen ersten Beweis (A No. 17) anknüpft, verfolgen. 

$3. Er giebt in No. 19 den Beweis des Satzes: Von allen (beliebig 
veformten) Linien gegebener Länge L, die mit der (geraden) Verbindungslinie 
ihrer Endpunkte (deren Länge beliebig ist, also auch O0 sein kann) eine 
geschlossene Figur bilden, liefert der Halbkreis von der Länge L mit seinem 
Durchmesser die grösste Figur. 

Ich werde diesen Satz beim „Seetorsatz" verwerthen. 

In No. 20 wird dann gezeigt, dass, wenn auch die Länge der ge- 
nannten Verbindungslinie gegeben ist gleich «—_L, die grösste Figur dureh 
den Kreisbogen von der Länge L über der Sehne entsteht. 

Beide Beweise zeichnen sich durch überaus grosse Einfachheit aus. 

$4. Steiner geht dann in No. 21, 23 zur Vergleiehung von Figuren 
über, welche von n geraden Seiten a, b, ce, ... und von beliebig geformten 
„Zwischenbogen‘‘ von der Gesammtlänge L eingeschlossen werden, und findet 
als grösste Figur das Kreisstück aus den gegebenen Stücken. Er versteht 
dabei unter dem Kreisstück zwischen n (sich nicht durehschneidenden) Sehnen 
die von diesen Sehnen, welche alle dem nämlichen Kreise angehören, und 
den zwischen ihnen befindlichen Bogen dieses Kreises eingeschlossene Figur. 
Der Inhalt eines solehen Kreisstücks ändert sich nicht, wenn die Reihen- 


*) Göttinger Nachrichten für 1882, 5. 73; neuerdings noch (in französischer Ueber- 
setzung) im Bull. des seiences mathem. 2. Ser. Bd. VII S. 198 erschienen. 
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folge der geraden und krummen Seiten, unter Beibehaltung der Längen 
derselben, verändert wird; wir wollen es uns deshalb am einfachsten in der 
Form vorstellen, dass die geraden Seiten an einander stossen und also die 


Zwischenbogen zu einem einzigen Bogen („Schliessungsbogen“) — hier 
von der Länge L — sich vereinigen, und dieser dann an die grösste gerade 


Seite a anstösst. 

In No. 23 fügt Steiner ohne Beweis (wie gewöhnlich bei Umkehrungs- 
sätzen, auch wenn der Beweis nicht so ohne Weiteres erhellt) den Um- 
kehrungssatz zu: Sind die geraden Seiten a, b, ce, ... und der Inhalt F 
gegeben, so hat L beim Kreisstück den kleinsten Werth. 

Steiner erörtert nicht die Frage, ob bei gegebenen a, b, ce, ... und 
L oder F wirklich auch immer ein Kreisstück möglich ist. Aus dem Wort- 
laute seiner Sätze, insbesondere des Umkehrungssatzes wäre man geneigt, 
dies zu folgern; aber es ist nicht der Fall. 


Sind a, b, e, ... und L gegeben, so muss nothwendig: 
ad <—_ b+c+--- 4 4 


sein; sonst ist überhaupt keine von diesen Grössen eingeschlossene Figur 
möglich. Wird diese Bedingung, die man jedoch fast als selbstverständlich 
bezeichnen kann, eingehalten, so ist, wie sich zeigen wird, stets ein Kreis- 
stück möglich. Die Nieht-Erwähnung der Bedingung ist also unbedenklich. 
Doch nicht so, wenn a,b,c, ... und F gegeben sind; dann können, wie wir 
sehen werden, diese Grössen so beschaffen sein, dass keine Kreisstücke mög- 
lich sind, wohl aber andere Figuren; und dies musste doch wohl erwähnt 
werden. 

$9. Man überzeugt sich leicht, dass in demselben Kreise zwei 
nicht congruente oder symmetrische gleichartig aus a, b, ec, ... und Z her- 
gestellte Kreisstücke nicht möglich sind. Aber auch nicht in verschieden 
grossen Kreisen sind zwei aus denselben Grössen a, b, ce, ... und L herge- 
stellte Kreisstücke möglich; denn andernfalls könnte man — ich speeialisire 
für diesen Fall Steiners Beweis in No. 21 — das eine Kreisstück durch 
die Segmente über den Sehnen zum vollen Kreise vervollständigen und 
dieselben Segmente den gleichen Seiten des andern Kreisstücks aufsetzen; 
man erhielte dann zwei Figuren gleichen Umfangs, von denen die eine 
und nur sie ein Kreis ist; also wäre sie nach dem Hauptsatze grösser als 
die andere und, nach Abzug der Segmente, auch das erstere Kreisstück 

Journal für Mathematik Bd. XNCVI. Heft 1. 6 
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srösser (nicht —) als das andere; aber ebenso könnte man auch das Um- 
gekehrte beweisen. 

$ 6. Nennen wir in jedem Kreise, in den unsere Sehnen a, b, c,... 
eingetragen sind, die kleineren Bogen über a, b, c, ... (wie es Steiner an 
anderer Stelle U No. 52 gethan hat) bez. «, P, %, ..., hingegen «' den 
grösseren Bogen über der grössten Sehne a. Wir haben offenbar zu unter- 
suchen, ob @—(P+y +) oder «@—-(P-+y-+t---) in einem Kreise den gege- 
benen Werth Z erreicht. 


























It a >b+c+---, so sind in jedem Kreise (in dem überhaupt unsere 
Sehnen möglich sind) beide Differenzen positiv, im andern Falle aber können 
sie auch negativ sein. Der kleinste Kreis, in dem a und dann auch die 
übrigen Sehnen möglich sind, ist der Kreis X, über a als Durchmesser. 
In diesen denken wir uns, von dem einen Endpunkte von a aus, die andern 
Sehnen an einander hängend eingetragen; der Halbkreis, in den sie zuerst 
eintreten, sei H,; möglicher Weise reichen sie in den andern oder machen 
gar mehr als einen Umlauf. In X, ist = « und also: 

(474) = (+74). 
Sei Z, der gemeinsame Werth beider Differenzen in diesem Falle. 
























Man vergrössere nun den Kreis so, dass H, in das grössere Segment 
übergeht: «@ wird dann fortwährend wachsen, /, y, ... hingegen werden 
abnehmen und @—(P+y-+---) durehschreitet jeden Werth von L, bis x 
einmal. Lässt man aber A, in das kleinere Segment übergehen, so nimmt 
ce auch ab, wie P,Y,.. Der äusserste Grenzwerth, den e—-(P+y+-) 
erreicht, wenn der Kreis unendlich gross geworden ist, ist a—-(b+c+--). 

Ist 4-0, dann werden alle positiven Werthe von @—(P-+y-+-) 
bei dem ersten Vergrösserungsprozesse durchlaufen, also auch das gegebene 
L; und beim zweiten Prozesse können nur negative Werthe für «—-(P+y+) 
sich ergeben; denn etwaige positive würden zu Kreisstücken führen, die mit 
solchen, welche sich beim ersten ergeben haben, in a, b, ce, .... und der 
Länge des Schliessungsbogens übereinstimmen, ohne congruent (oder sym- 
metrisch) zu sein; was $5 widerspricht. Ist aber Z,>>0, so werden beim 
zweiten Prozess noch die unter Z, befindlichen positiven Werthe durch 
@—(P+y+:-) je einmal durchlaufen, da die obern wegen $ 5 nicht mehr 
sich wiederholen dürfen, und aus demselben Grunde jeder der unter L, 
befindlichen positiven Werthe nur einmal; freilich, wenn a>b+c+--- 
sein sollte, nur bis a— (b+c+---); aber da wir ja a<_b-+c+---+-L voraus- 
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setzen, so ist: L>a—(b-+c-+--); mithin befindet sich Z unter den ent- 
weder beim ersten Prozesse von €—(P+y-+---), oder beim zweiten von 
a—(2+y-+-) durchlaufenen Werthen. 

Also: Wofern die überhaupt zur Construction einer Figur aus 
a, b, ec, ... und L nothwendige Bedingung: 

L>a—(b+c+-- 

erfüllt wird, ist auch immer ein und nur ein Kreisstück aus diesen Stücken 
möglich. 

$7T. It a<b+c+--, so kann L auch=0 sein: also aus den n 
geraden Seiten a, b, c, ... ist dann stets ein und nur ein Kreispolygon 


möglich. 
Oder: Ein Kreispolygon ist — abgesehen von der verschiedenen An- 
ordnung derselben — eindeutig durch seine Seiten bestimmt. 


Es müssen daher die Fläche F desselben und der Radius r des 
umgeschriebenen Kreises symmetrische Functionen der Seiten sein. Aber 
man kann diese Funetionen (ausser bei 2=3,4) nicht isolirt darstellen: 
sie ergeben sich als je die eine Wurzel*) einer Gleichung, deren Coeffi- 
cienten symmetrische Funetionen der Seiten sind, die aber bald sehr hohen 
Grad erreicht. Möbius hat sich**) mit diesen Gleichungen und insbesondere 
ihrem Grade beschäftigt. Beim (2m+-1)-Ecke und beim (2m + 2)-Ecke sind 
die Gleichungen in F’ und r' vom Grade 

ı 2m+1).2m.(2m—1)...(m-+2)(m-+-1) 
< 1.2.3...(m—1)m 
also beim Fünfeck und Sechseck vom Grade 7. 
$8. Nachdem die Möglichkeit des Kreisstücks constatirt ist, kann 
der Beweis folgen, dass von allen aus a, b,c,.... und aus Zwischenbogen 


ar —] 


von der Gesammtlänge Z construirten Figuren das Kreisstück den grössten 
Inhalt hat; wie ihn Steiner in überaus einfacher Weise in Nr. 21, 23 ge- 
geben hat. 

Sodann ergiebt sich, wenn L=0 (Nr. 25D, als Speeialfall der be- 
kannte ***) Satz: 


*) Die andern gehören zu den sich durchschneidenden Kreispolygonen aus 
denselben Seiten. 

#=#) Dieses Journal Bd. 3 8.5. 

#=##) 7, B. Legendres Elemente der Geometrie, 4. Buch, Anhang; Baltzer, Elem. 
der Math., Planim. $ 15, 7 mit den historischen Notizen. Vergl. auch zwei Aufsätze 
in diesem Journale von Umpfenbach Bd. 25 S. 154 und von Fasbender Bd. 26 S. 181, 
beide durch Steiners Aufsatz angeregt. 


6* 
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Unter allen aus a, b, c, ... construirbaren Polygonen hat das Kreis- 
polygon den grössten Inhalt. 

In Bezug auf den Fall des Vierecks, den ja Steiner in seinem einen 
Beweise des Hauptsatzes (B No. 9) verwerthet (wobei der Satz dann nicht 
durch Betrachtungen bewiesen werden kann, die den Hauptsatz voraus- 
setzen), erlaube ich mir noch folgenden wohl weniger bekannten geometri- 
schen Beweis*) anzudeuten: Es seien a, b, ce, d die gegebenen Seiten in 
dieser Reihenfolge, e, f die beiden Diagonalen und f,, £; die Projeetionen 
der letzteren auf die erstere und auf eine zu ihr senkrechte Gerade; so ist: 

a+c—(b’+d) = 2e.fi, 
sobald a, e im stumpfen Winkel der Diagonalen liegen, ferner: 
4F = 2e.fi; 
also 
(a +ce—b’—-d’) + 16F’ = 4e.ff; 

mithin ist F am grössten, wenn e.f am grössten ist, beim Kreisviereck ist 
aber ef=ac--bd; bei einem andern Vierecke jedoch sind diese Produete 
mit den Seiten eines Dreiecks proportional "*), also ef< ac+bd. 

$9 Was nun den Umkehrungssatz anlangt, so ist, wie bemerkt, 
zunächst die Frage zu entscheiden, ob es zu gegebenen geraden Seiten 
a,b, c,... und jedem Werthe des Inhalts F auch stets ein und nur ein 
Kreisstück giebt. 

Von zwei Kreisstücken K, K', welche in a, b, ce, ... übereinstimmen, 
aber verschiedene Schliessungsbogen L, L' haben, besitzt das mit dem grösseren 
Schliessungsbogen L auch die grössere Fläche. In der 'T'hat, man ersetze bei 
kK' den Sehliessungsbogen Z' durch einen mit Z gleichen, also grösseren 
irgend wie geformten Bogen, so aber, dass die neue Figur S grösser ist 
als X: K und S stimmen nun in a, b, c,... und L überein, aber S ist kein 
Kreisstück; also K>S>K. Und auch umgekehrt, gehört zu grösserer 
Fläche auch grösserer Schliessungsbogen. Daraus folgt, dass, wenn a<—_b--c+---, 
also wenn ein Kreispolygon aus den Seiten a,b, c,... möglich ist, dieses das 
kleinste von allen aus a,b, c,... construirbaren Kreisstücken ist, und demnach 
F nicht kleiner als dessen Fläche sein darf. Ist aber a>b+c-+--, so ist 


) Gegenüber dem bekannten trigonometrischen, wie er z. B. bei Baltzer, Elem. 
der Math. Trig. $ 4, 12 zu finden ist. 
*®) Baltzer, El. der Math., Plan. $ 14, 16. 
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für jeden Werth von F ein Kreisstück möglich, auch für F=0, wo es zum 
Radius © gehört und sich auf zwei über einander gelegte Strecken a und 
b+c+---+ZL redueirt. Und wenn überhaupt ein Kreisstück möglich ist, 
dann ist auch nur eins möglich. 

Der Umkehrungssatz ist demnach so zu formuliren: Wenn aus 
a.b.c,... und dem gegebenen Inhalte F ein Kreisstück K möglich ist, dann 
ist bei ihm der Schliessungsbogen L kleiner als bei irgend einer andern aus 
a,b, c.... und F construirten Figur S die Gesammtlänge L der Zwischenbogen. 

Wir wollen den bei Steiner nicht gevebenen Beweis hinzufügen. 
Es sei K' das Kreisstück, welches mit S ina.b.e.... und L überein- 
stimmt, so ist, nach dem >Satze, mit dessen Umkehrung wir es jetzt zu thun 
haben, K —>S; also da K=S, auch KK; tolelich nach dem Hilfssatze 
im Anfange des Paragraphen: LU >L, weil K’ und K beide Kreisstücke sind. 
$S 10. Ist aber, in dem Falle, wo a-_b+e-+-- (der natürlich nicht 


eintreten kann, wenn es sich nur um eine oder zwei gerade Seiten handelt), 
der gegebene Inhalt F kleiner als der des Kreispolygons aus a. b,e..... so 
ist, wie gefunden, kein Kreisstück mehr möglich, wohl aber doch noch andere 


Figuren. Z. B. wenn » >53, sind, sobald F nicht eine gewisse untere Grenze 


unterschreitet, zunächst noch andere Polygone aus a, b, e,... und F mög- 
lich, da ja unter allen aus a, b, e,... construirbaren das Kreispolygon das 
grösste ist; und weil bei diesen Z den Werth 0 hat, so repräsentirt jedes 
beliebige unter ihnen das Minimum bezüglich der Länge 1. 

Während also, solange aus a,b, c,... und F noch ein Kreisstüch mög- 
lich ist (auf der Grenze ein Kreispolygon), das Minimum von L, das im All- 
gemeinen —V ist, nur bei einer einzigen Figur — dem Kreisstücke — auf- 
tritt; haben im andern Falle x" * Figuren das Minimum, das dann stels Null 
ist, nämlich alle aus a,b, c,... und F construirbaren Polygone. 

$ 11. Jedenfalls giebt es, wenn die Seiten gegeben sind, für den 
Inhalt eines (gemeinen) Polygons eine im Allgemeinen über 0 befindliche 
untere Grenze. Mir sind keine Untersuchungen über deren Ermittlung 
bekannt, und dieselbe scheint wirklich bedeutenden Schwierigkeiten unter- 
worfen zu sein; es würde sich lohnen, vielleicht wenigstens für das Viereck 
diese untere Grenze aufzusuchen. 

Die bekannte Formel: 


F = „s(a+b+c+d)(a+b—c—d)(a—b+c—-d)(—a+b+c—d)+abedsin}(A+0)* 


/ 


*) Baltzer, Elem. der Math., Trigon. $ 4, 12. 
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zeigt doch, wenn a>>b >e>dund a+d>b-+e, dass das erste Glied rechts 
eine — freilich nieht erreichte — untere Grenze für F’ liefert. Ista+d=b+e, 
so kann der Inhalt Null erreieht werden, und nur dann. 

Geht nun der gegebene Inhalt F unter diese untere Grenze herab, 
so wird es immer noch Figuren mit Zwischenbogen geben; denn lässt man 
Zwischenbogen zu, so kann man den Inhalt Null stets durch eine zu einer 
doppelten Strecke abgeplattete Figur erreichen. Welche Figur aber, für 
einen gegebenen Inhalt von soleher Grösse, dass aus ihm und den gege- 
benen Seiten kein Polygon mehr möglich ist, die kleinste Gesammtlänge Z 
der Zwischenbogen besitzt, muss ich noch unerledigt lassen. 

$12. Ist nun wiederum IL, gegeben, aber sind die Seiten a,b. c,... 
nicht alle einzeln gegeben, sondern ganz oder theilweise zu einer gegebenen Summe 
(oder mehreren solcher) vereinigt; dann liefert uns jede Zerlegung (bei der 
überhaupt eine Figur möglich ist) ein Maximum des Inhalts in dem Kreis- 
stücke, und unter diesen erhält man das grösste Maximum, wenn man die 
Summe (oder eine jede der Summen) ?» gleiche Summanden zerlegt. 

Steiner beweist diesen Satz in No. 22 für den Fall, dass die Summe 
zwei Seiten umfasst, in exacter und sehr einfacher Weise und sagt nach- 
her, wo es sich um die Summe von mehr Summanden handelt (No. 24), 
der Beweis sei ähnlich wie in No. 22. 

Wenn ich aber diese Bemerkung richtig verstehe, so meint Steiner 
folgenden Gang der Betrachtung: 

Das irgend einer Zerlegung der Summe entsprechende Kreisstück K 
sei betrachtet, wir machen zwei benachbarte Seiten (von den in der Summe 
befindlichen) gleich, unter Festhaltung ihrer Summe; nach dem Satze von 
No. 22 wächst der Inhalt. 

Aber da bei weiterer Gleichmachung mindestens eine dieser beiden 
Seiten wieder herangezogen werden muss, so werden spätere derartige Ver- 
wandlungen den Effeet der früheren wieder aufheben; und wir gerathen so 
in einen unübersehbaren unendlichen Prozess. 

Ob ich Steiner richtig interpretirt habe, muss ich dahin gestellt sein 
lassen; er könnte möglicher Weise doch seinen Beweis auch so geführt 
haben, wie es im Folgenden geschieht. Aber aus der kurzen Andeutung 
ist eben wenig zu entnehmen. 


lech habe mir also — Steiners oben erwähnten Musterbeweis nach- 


ahmend — den Gang des Beweises in anderer Weise zurecht gelegt, bei 
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weleher ich von dem einer beliebigen Zerlegung der Summe entsprechen- 
den Kreisstücke durch eine endliche Zahl von Verwandlungen zu dem Kreis- 
stick übergehe, das der Zerlegung in gleiche Summanden entspricht. 

Dazu muss aber Steiners No. 22 in Satz und Beweis etwas geändert 
werden. Steiner vergleicht die beiden Kreisstücke K, K', welche in e, d,... 
und ZL übereinstimmen sowie in a+b, @+b, während bei K a= 5b, bei K' 
a = b' ist; ich will hingegen nur annehmen, dass a—b a —b (absolut 
genommen) ist. Es ist dann K<K.. 

Indem wir uns in X, was ja erlaubt ist, «a und 5 zu Nachbarseiten 
machen, zerlegen wir K dureh die Linie AB, welche die nicht gemeinsamen 
Endpunkte von a, b verbindet, in das Dreieck ACB und die Restfigur S$. 
Jenes ersetzen wir durch das Dreieck AC'B mit den Seiten AB, AU = d, 
BC'=b. Nach dem im Wortlaute etwas molditieirten Satze U No.3 II ist 
ACB>ACB, also auch ACB+S >ACB+S older K. Aber erstere Figur 
ist kein Kreisstück, denn C’ liegt nieht auf dem Kreise, welcher Z und die 
übrigen Eeken enthält; also ist, weil diese Figur mit X in allen geraden 
Seiten und in L übereinstimmt: 

K'>ACB+SK. 

$ 13. Nehmen wir nun an, die Summe s umfasse m „erade Seiten 
(es genügt, den Fall einer Summe zu betrachten); sie sei in irgend einer 
Weise in m Summanden zerlegt: a, b,.... und K sei das zu diesen, den 


übrigen einzeln gegebenen Seiten und der Länge L gehörige Kreisstück. 


Ss 


Von den m Seiten muss nothwendig mindestens eine sein und min- 
- IN 
. s ° s Ss , s 
destens eine : sel also a ‚b>- . Man mache nun a 
m m m 


und 5b =a+b-a; a und b haben dann eine kleinere Differenz als a und b. 
Folglich ist das aus «@, b’ construirte Kreisstück, das sonst mit K überein- 
stimmt, grösser als A; es hat nun schon eine Seite a’ von der definitiven 
Länge; diese hält man fest und verfährt mit der Summe der m—1 übrigen 
in derselben Weise. Es erhellt, dass man so nach einer endlichen Zahl 
von Verwandlungen, von denen jede den Inhalt vergrössert, zu dem Kreis- 


.. . W . * .. s 
stücke gelangt, bei welchem alle m Seiten die Länge haben. 
y m 


In Bezug auf den Umkehrungssatz werden natürlich ähnliche Be- 
merkungen zu machen sein, wie oben: doch wollen wir uns damit und 
mit den nächsten Folgerungen, welche Steiner macht, nicht beschäftigen. 
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$ 14. Wir wenden uns zu dem Sectorsatz in VA No. 30: Von allen 
Linien beliebiger Form, aber gegebener Länge L, welche zwei beliebige Punkte 
A, B auf den Schenkeln eines gegebenen Winkels verbinden, schliesst der Kreis- 
bogen um den Scheitel Ü des Winkels als Centrum mit den Schenkeln die grösste 
Fläche ein. 

Steiner beweist diesen Satz noch an zwei anderen Stellen: B No. 4—8 
und No. 20. Ich bin nieht zur Klarheit gelangt, ob Steiner und auch der 
Herausgeber der gesammelten Werke, Herr Weierstrass, der Ansicht ist, 
dass der Satz auch richtig bleibt, wenn der gegebene Winkel convex ist. Die 
Bemerkungen Steiners in A No. 33: „Aehnlich wird der andere Theil des 
Satzes bewiesen“ und inB No.21: „...folgen aus ihm (nämlich dem Satze 
in No. 20) die Sätze über den Halbkreis und über den ganzen Kreis, wenn 
der gegebene Winkel C beziehlich gleich m und 27 angenommen wird“ 
deuten darauf hin, dass Steiner ihn auch noch dann für richtig gehalten 
hat. Dagegen aber sehe man Steiners handschriftliche Notizen, welche in 
den Anmerkungen 16)— 18) am Schlusse von Bd. II der „Werke“ mit- 
getheilt sind, sowie andererseits wiederum Herrn Weierstrass’' Bemerkun- 
gen dazu. 

Thatsächlich gilt der Satz im Falle des converen Winkels nicht. 

Der erste Beweis von Steiner (A No. 30) ist in diesem Falle nicht 
anwendbar, weil die construirten symmetrischen Figuren in einander über- 
sreifen würden. Was den zweiten Beweis (B No. 4—8) anlangt, so wird 
gerade der erste Theil desselben, in dem nachgewiesen wird, dass bei der 
Maximalfigur die Strecken CA, CB gleich sein müssen, beim convexen 
Winkel illusorisch; denn das Dreieck CAB tritt dann subtractiv auf im 
Inhalte der vollständigen Figur, und seine Vergrösserung vermindert den- 
selben. (In No. 7 ist der Beweis, um einen unendlichen Prozess zu ver- 
meiden, ähnlich zu modifieiren, wie es in $ 13 für A No. 22, 24 geschehen ist.) 

Im dritten Beweise (B No. 20) wird gezeigt, dass die Maximalfigur 
in Bezug auf die Halbirungslinie des Winkels symmetrisch sein muss, 
und jede Hälfte wieder in Bezug auf diejenige ihres Winkels u.s.f. Auf 
den ersten Blick scheint gegen die Uebertragung dieses Beweises auf den 
econvexen Winkel nichts einzuwenden zu sein, und No. 21 macht, wie gesagt, 
den Eindruck, dass Steiner ihn übertragen hat. 

Steiner hat stillschweigend vorausgesetzt, dass die verbindende Linie 
von der Länge Z die Halbirungslinie des Winkels durchschneidet, so wie 
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es in seiner Figur geschieht: in Folge dessen hat er eine ganze Sorte von 
möglichen Figuren übersehen, nämlich solche, bei denen der eine Endpunkt 
der verbindenden Linie der Scheitel als Punkt des einen Schenkels ist und 
welche ganz innerhalb der einen Winkelhälfte bleiben. Auf solche Figuren 
ist Steiners Beweis offenbar nieht anwendbar, und auch im Falle des eon- 
caven Winkels muss in Bezug auf diese Figuren die Bemerkung vorange- 
schickt werden, dass sie in andere grössere verwandelt werden können, bei 
denen keiner der verbundenen Punkte in den Scheitel fällt; was stets leicht 
dadurch geschieht, dass man die Figur mit ihrer Linie AB innerhalb des 
Winkels verschiebt, so dass der im Scheitel befindliche Endpunkt A vom 


Scheitel sieh entfernt. Dann erst wird der Beweis richtig, wofern man von 


den früher geschilderten Mängeln eines Beweises dieser Art absieht. 
$ 15. Im Falle des convexen Winkels aber ist er falsch. Die 


Maximalfigur befindet sich gerade unter jenen Figuren, und zwar wird sie 
durch den Halbkreis H von der Länge L, der, innerhalb des convexen Winkels 
liegend, seinen einen Durchmesser-Endpunkt im Scheitel, den andern auf einem 
der Schenkel hat, mit seinem Durchmesser eingeschlossen. In der That, sei 
S irgend eine andere Figur, welche von einer (innerhalb des convexen 
Winkels laufenden) Linie ADB von der Länge L mit den Schenkeln CA, 
CB gebildet wird: so ist ersichtlich 
S oder CADBC=-_ ADBA 
um das Dreieck CAB; andererseits aber ist. wegen des oben erwähnten 
Satzes A No. 15 vom Halbkreise ($ 3): 
ADBA<_H; 

also 

SH. 


Wenn « der Uentriwinkel eines Seetors (in Bogenmass) und L der 


. i ’ L’ i 
Bogen ist, so ist der Inhalt des Sectors | : der Inhalt des Halbkreises, 
” “X 


gr“ ISSsch. — 


’ ; L’ 
dessen Bogen L ist, ist 1 „,; wenn @e >a, ist letzterer 


$ 16. Der Sectorsatz bleibt aber auch für den convexen Winkel 
richtig, wenn wir der verbindenden Linie die Beschränkung auferlegen, gleich 
weit vom Scheitel entfernte Punkte der Schenkel zu verbinden. Für Figuren, 
bei denen wirklich beide Endpunkte der verbindenden Linie vom Scheitel 
verschieden sind, gelten die Steinerschen Beweise BD No. 4—8 oder DB No. 20. 
Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 1. { 
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Im ersteren ist, weil ACB schon gleichschenklig ist, keine Gleichschenklig- 
machung und deshalb keine dadurch bewirkte Verkleinerung mehr möglich: 
im zweiten durchschneidet die Halbirungslinie die Figur. Endlich die 
Figuren, bei welchen die Verbindungslinie in C anfängt und endet, sind 
alle kleiner als der Kreis vom Umfange Z7; dieser aber hat den Inhalt 
a 2 

i ‚ was kleiner ist als der Inhalt des Seectors 4 > für alle Winkel 


a (< 2n). 


Mit dieser Beschränkung können wir unsern Satz also bis zum Winkel 


[B 
4 


2rr ausdehnen und freilich damit dann den Hauptsatz nicht beweisen, denn 


wir haben seiner im Beweise eben bedurft, aber ihn doch dem jetzigen Satze 
subsumiren. 

Und in dieser beschränkten Form ist der Sectorsatz auch nur für 
den Beweis des „andern Theils“ von A No. 35 nothwendig. Man hat das 
stumpfwinklige Segment mit der kleineren Sehne zu verlegen, so dass 
letztere zwischen den Schenkeln des Centriwinkels der grösseren parallel 
zu derselben und also dem Scheitel näher liegt, u. s. f. 

$ 17. Nun ist es aber andererseits doch wünschenswerth, für den 
Sectorsatz einen directen Beweis zu besitzen, in welchem eben gezeigt 
wird, dass beim eoncaven Winkel der Sector grösser ist als jede andere 
Figur mit derselben Länge der Linie zwischen den Schenkeln des Winkels. 
Und nachdem, wie oben ($ 2) mitgetheilt, ein direeter Beweis des „Haupt- 
satzes“ durch Herrn Edler gefunden ist, in welchem Verwandlungsmethoden, 
die Steiner in B No. 22—24 angegeben hat, weiter ausgebildet und con- 
sequent durchgeführt werden, ist es leicht, durch Umbildung dieses Edler- 
schen Beweises auch unsern Satz zu beweisen. Diese Umbildung theile ich 
hier mit, theils, weil ich damit dem schönen Beweise des Herrn Edler eine 
grössere Publieität geben möchte, theils, weil mein Beweis noch etwas ein- 
facher ist und beide. Sätze, Sectorsatz und Hauptsatz, umfasst. 


1) Wir nehmen zunächst an, dass die verbindende Linie von der 


Länge Z aus v gleich langen geraden Seiten bestehe und die »+1 Ecken 
alle von dem Scheitel des Winkels gleiche Entfernung R haben. Diese 
„reguläre“ Figur sei P. Dann sei AR’ der Radius des Sectors K um C, 
dessen Bogen gleich L ist, und Z sei die Gesammtlänge von v gleichen 
Tangenten dieses Bogens, die sich an einander schliessen und auf den 
Schenkeln von C enden; P’ die von ihnen mit den Schenkeln gebildete 
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Fläche. Wir haben: 2P=R.L, 2K=R.L, 2P= R.L. Also da PK, 
auch / >L; mithin wegen der Aehnlichkeit von P und P auch R>R und 
demnach K >P. Hier kann der Winkel otfenbar auch eonvex sein. 

2) Die verbindende Linie bestehe nun aus » beliebigen geraden 
Linien, der Winkel sei coneav. Wir können annehmen, dass der ganze 
„Linienzug“ jenseits der geraden Verbindungslinie der Endpunkte AB liege; 
denn andernfalls kann man Theile, welche auf derselben Seite wie der 
Scheitel © sich befinden, um AB auf die andere Seite klappen, wodurch 
die Länge des Zugs beibehalten, der Inhalt vergrössert wird. Die Figur 
zerfällt also in das Dreieck ABC und die Restfigur S. Ersteres verwandeln 
wir in ein gleichschenkliges D’ mit derselben Basis AB und demselben 
Winkel C (BNo.5 V) und vergrössern dadurch die Figur. 

Beim convexen Winkel sind diese Operationen nicht gestattet. 

Die Figur S wird nun durch Parallele zu AB, welche durch die 
n—1 Ecken zwischen den » „äusseren“ Seiten gehen, in 'Trapeze (und 
Dreiecke) zertheilt, und diese werden, unter Beibehaltung der Grundlinien 
und Höhen, in gleichschenklige verwandelt. Setzt man diese Figuren und 
D' in derselben Weise, wie vorher, zusammen, so ergiebt sich (nach Steiner 
DB No. 22) 


\ 


Seiten kleiner ist als vorher, der Inhalt aber grösser ist (oder auch ebenso 


eine Figur, bei der die Länge des Linienzugs der äusseren 
gross, wenn etwa ABC schon gleichschenklig wäre, denn vom Dreiecke 
ABC allein rührt die Vergrösserung her: dies kann hier der Fall sein, bei 
den Theilfiguren später nicht mehr). 


-) De +) 


- ud /- 


Die Zahl der Eeken des Linienzugs der neuen Figur ist 3- 
also die der Seiten 2(»—1); für diese neue Figur ist die Halbirungslinie 
des Winkels © Symmetrieaxe. Verfährt man nun mit jeder der beiden 
Hälften in derselben Weise, so erhält man eine dritte Figur, deren aus 
2’(n—1) Seiten bestehender Linienzug wieder kleiner geworden ist, während 
der Inhalt gewachsen ist, und welche nun eine Hauptsymmetrieaxe und zwei 
Partialsymmetrieaxen hat, jene für die ganze Figur, diese nur für je eine 
Hälfte. Nach »—1 solchen Transformationen ergiebt sich eine Figur mit 
2" äusseren Seiten, einer Haupt- und 2+4+..-+2"" = 2"-!_2 Partial- 
symmetrieaxen*). In jedem der 2” auf einander folgenden Winkel der 
Schenkel und der Symmetrieaxen befindet sich nun eine Seite des Linien- 

*) In dem Edlerschen Beweise sind alle Symmetrieaxen solehe für die ganze Figur. 


7 
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ae 


‘= Seiten alle gleich sind und 


zugs. Die Symmetrien ergeben, dass diese 2’ 
die Eeken abwechselnd gleiche Entfernung von C haben; durch eine 
»'® Transformation macht man noch alle 2"”" Dreiecke gleichschenklig und 
bringt alle 2”"+1 Ecken des Linienzugs auf einen Kreis um C. Die so 
entstandene reguläre Figur P, hat grösseren Inhalt als die gegebene P, 
aber kleineren verbindenden Linienzug L,. >eien K, K, die Seetoren um (C, 
deren Bogen bez. gleich Z, Z, sind. Wir haben also P,>P, L,<L, also 


K,_K; und nach 1) K,>P.. Folglich: 


BR >DE>R 


> 


3) Die verbindende Linie von der Länge Z habe beliebige Gestalt. 
Nach dem in 2) geschilderten Verfahren verwandele man die von ihr mit 
den Schenkeln gebildete Figur F in eine in Bezug auf die Halbirungslinie 
von C symmetrische F', bei der L’ die verbindende Linie ist. Sollte die 
Halbirungslinie von Hause aus Symmetrieaxe sein, so würde man den Win- 
kel und die Figur so theilen, dass mindestens für einen Theil der Figur 
die Halbirungslinie des betreffenden Theilwinkels nieht Symmetrieaxe ist, 
und dann mit diesem Theile so verfahren, wie im Allgemeinen mit der 
sanzen Figur. Es genügt eigentlich, den Linienzug zu verkürzen, ohne 
den Inhalt zu ändern. Es ist also: FF, U<L und zwar um ein 
endliches Stück. Zu F’ werde, in Bezug auf C als Aehnlichkeitspunkt, 
die ähnliche und ähnlich gelegene Figur FT econstruirt, so aber, dass die 
L' entsprechende Linie Z7 gleich Z wird; L’ wird von L’ umgeben. In dem 
endliehen Zwischenraume zwischen Z’ und ZL ziehe man, von dem einen 
Eindpunkte von ZT bis zum andern, an einander stossende Sehnen von LT, 
so jedoch, dass keine die L’ schneidet; was möglich ist, da die Zahl und 
Grösse dieser Sehnen frei steht; ihre Gesammtlänge sei / und /7 die von 
ihnen mit den Schenkeln von C eingeschlossene Figur. Also ist A<L 
oder L und /7I>-F. Sind nun K, K' die Seetoren um C, deren Bogen 
bez. gleich Z, 4 sind, so ist K<ZK; nach 2) K’ >>//; demnach: 
KK'>NS>FZF. 

Womit der Satz nun bewiesen ist. 

Wenn die verbundenen Punkte der Schenkel stets gleiche Ent- 
fernung von © haben sollen, so kann der Satz und Beweis auch auf con- 
vexe Winkel ausgedehnt und bis zum vollen Winkel von 4 Rechten ge- 


gangen werden; vollständig durch eine Linie von gegebener Länge einge- 
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schlossene Figuren subsumiren sich unter diesen Speeialfall, indem ein 
beliebiger Punkt im Innern als Scheitel C und zwei vereinigte Strahlen 
von ihm nach dem Umfang als Schenkel angesehen werden. 

Die Vereinfachung gegen Herrn Edlers Beweis besteht darin, dass 
die einleitende Construetion, dureh die zunächst ein Mittelpunkt der Figur 
sewonnen wird, wegfällt und also auch eine Aenderung der 'Transformations- 
weise nieht mehr nothwendig wird: ich benutze nur die zweite Art der 
Verwandlung. 

$ 18. Zum Schlusse dieses Abschnitts möchte ich noch eine Be- 
merkung bezüglich des Satzes AU No. 33 über Segmente mit gleichem 
Bogen machen. 

Steiner lässt die Behauptung, dass bei gleichem Bogen zum kleineren 
Winkel die grössere Sehne gehört, unbewiesen: unter dem Winkel eines 
Se 
Segments. Nehmen wir an, dass von den beiden Segmenten 8, S’ ersteres 


sments versteht er dabei den Peripheriewinkel äber dem Bogen des 
sowohl kleineren Winkel, als kleinere (oder gleiche) Sehne habe. Man 
lege die Sehnen so auf einander, dass ihre einen Endpunkte sich decken und 
die Segmente nach derselben Seite liegen. S liegt dann ganz innerhalb S’, 
weil sonst drei Schnitte sich ergeben würden. Es werde jetzt noch das 
Segment S’ hinzugefügt, das mit S den Winkel, mit S’ die Sehne gemein 
hat; so ist auch dies von S’ eingeschlossen und hier offenbar 5b’ b’, wenn 
damit die Bogen bezeichnet werden. Weren (des gleichen Winkels von S 
und S”, aber kleinerer Sehne von S ıst bb"; also wäre bb, was 
regen die Voraussetzung ist. Demnach ist die Sehne von S grösser als 


die von SS. 


=; 

$ 19. Wir wenden uns im Folgenden zur Aufsuchung der einem 
gegebenen Polygone von m Seiten einzuschreibenden Polygone von ebenso vielen 
Seiten mit dem kleinsten Umfange und schliessen uns zunächst der Betrach- 
tung von Steiner in A No. 63, 64 an, indem wir die dort 


Beweis mitgetheilten Sätze beweisen. 


erösstentheils ohne 


Das gegebene Polygon sei A, A, A,... A, (Fig. 1); wir nehmen auf 


> 


A, A, einen beliebigen Punkt B, an, von dem unter dem Winkel 9, gegen A, A; 


*) Hierzu die Figurentafel No. 1. 
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(„Ausstrahlungswinkel“) ein Strahl ausgeht, der auf A,A, in B, unter dem 
Winkel P, auffällt, dort reflectirt wird, A,A, in B, unter dem Winkel P, 
trifft, u.s. w. Nennen wir den Winkel, unter dem der so nach einander 
an den auf einander folgenden Seiten reflectirte Strahl wieder auf A,A, 
trifit, und den Punkt, in dem es geschieht, 5, B, und setzen wir die Ope- 
ration dann fort. Wir haben ersichtlich die Gleichungen: 

A, +P, +P; u 

A+P+P = N, 


Be 


Nun ergiebt sich sofort ein Unterschied zwischen m ungerade 
und gerade. 

Ist m ungerade, so führt die abwechselnde Multiplication der 2m 
ersten dieser Gleichungen mit +1, —1 und Addition zu: 


ı 


woraus dann folgt 9, = 5 ete. 

Ist demnach das Polygon von ungerader Seitenzahl, so fällt nach zwei- 
maligem Umlaufe der Strahl auf die erste (und so jede) Seite unter demselben 
Winkel auf, unter dem er von ihr ausgestrahlt ist. 

Ist aber m gerade, so führt dieselbe Operation, mit den om ersten 
Gleichungen von (1.) vorgenommen, zu: 


BP—B, = elAr+ A ++ An AA Ancıl 
Da nun im Allgemeinen die Differenz zwischen den Summen der 
geraden und ungeraden Winkel des gegebenen Polygons zu 27 incommen- 
surabel ist, so erhalten wir, so oft wir auch den Umlauf vollziehen, niemals 
den Auffallswinkel 1” gleich dem Ausstrahlungswinkel 5,  SDollte aber 


jene Differenz ecommensurabel zu 2n, also etwa = -2rn sein, so erhält man 
nach » Umläufen: 
Pr—P, = $. 2n. 


Insbesondere aber, wenn jene Differenz gleich O selbst ist, ergiebt 


sich schon nach einem Umlaufe: /, = Pı- 
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Diesen Fall wollen wir hervorheben: 

Sind in einem Polygon von gerader Seitenzahl die Summen der geraden 
und der ungeraden Winkel einander gleich, so ist schon nach einem einmaligen 
Umlaufe der Auffallswinkel dem Ausstrahlungswinkel gleich. 

Wir haben uns im Vorhergehenden stillschweigend den günstigsten 
Fall vorgestellt, dass alle Keflexionspunkte auf den Seiten selbst Tieren 
und dass der refleetirte Strahl selbst die nächstfolgende Seite trifft, nicht 
der rückwärts verlängerte oder „gebrochene“, wie wir ihn mit Steiner nennen 
können. Wir halten dabei an den Gleichungen (1.) fest, und diese werden 
in jedem Falle genau die Winkel 5 bestimmen, die also auch negativ oder 
stumpf werden können. Ebenso halten wir daran fest, dass z. B. durch- 
weg B, A; = A, A,—- A,B,, so dass, indem wir den Sinn A, A,,, stets positiv 
annehmen, D,A, negativ wird, wenn B, jenseits A, fällt. Dadurch können 
auch Theile der gebrochenen Linie B,B,B,... negativ werden, und man 


wird leicht finden, dass jede „Brechung‘ einen Vorzeichen- Wechsel bewirkt. 


15 

Aus den Gleichungen (1.) folgt sofort, dass, wenn m ungerade ist, 

Pı =, nach sich zieht ?, = 5 ete. Im Falle des Dreiecks haben wir dann: 
All 


P, = P, =—< A;, P: mn) [2 ne A. P; P; — As, 


\ 


wie sich durch Addition der drei ersten Gleichungen (1.) (nach Multiplieation 
mit +1, —1, +1) ergiebt; A, ist der Gegenwinkel der Seite, an der 
71, P, liegen. 

$ 20. Indem wir nun den Fall: m ungerade weiter verfolgen, wollen 
wir, der Einfachheit halber, beim Dreiecke bleiben; die Resultate lassen 
sich leicht erweitern. 

Wir finden: 

A,B, = B,A;- 


“sind, 


B; A; a A; A; — 4, B; en 


sin, 


“ 


A,A,sin P,—B, A, sin PB, 


sıu P, 
A, A,sin d,—B,A,sin ß, 
A,B; = — - sin - 4 .. eg 
AB — A,A,sinf,—4A,A,sinß,+B, A,sind, 


. f ' 
sin" 


A,B" — A,A, sin, —A,A, sin d, +4, A,sin 9, —A,A, sin 9, + A,A,sin 9, — B, A,sinß, 
sın ?, 


“ 
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Also. da 
B,B, = AA, —(A,B}+B,A,), 
ergiebt sich 
sin?,.Bi B, A, A; (sin, — sin} ) 
A, A; (sin 9, — sin }) 


+ A, A, (sin 9; — sin 3). 


Hieraus folgt. dass, wenn der Ausstrahlungswinkel 5, (und damit alle 
übrigen Auffalls- und Reflexionswinkel) festgehalten wird, die Strecke B/B, 
ihre Länge behält, welches auch der Ausgangspunkt D, ist. Sie ist insbesondere 
Null, wenn A, =} =4A;; weil dann , == A, == A. 

Hat also der Awsstrahlungswinkel 5, diesen Werth (beim Dreieck A,, 
beim Fünfeek A,+ A,—rı etc.), so kehrt, welches auch der Ausgangspunkt B; 
auf A,A, ist, nach zweimaligem Umlaufe der Strahl zu ihm zurück. 

Es lässt sich auch beweisen, dass 5, = /, die einzige Lösung ist, 
durch welche B/B, =0 wird. — 

In diesem speciellen Falle hal auch die Strecke B,B, einen festen 
Mittelpunkt. In der 'T'hat ist damn 


’ A.A. sin. — A,A,sin/, 
A,.B, = 12 mr was. +B,A.. 


sind, 
Ist 9, die Mitte, so ist 
2A,D, — A,B, N A, B; m. A,A,— B,A, -- A, B, 


A, A,sind, —A,4, sin d,+A,A, sin ß, 
sin ? : 


also unabhängig von D.. 

Nimmt man folglich diesen Punkt B, als Ausgangspunkt, so fällt schon 
nach einmaligem Umlaufe B, mit ihm zusammen. Und wir haben so ein dem 
gegebenen Polygone eingeschriebenes Polygon von gleich vielen Seiten, und 
der Beschaffenheit. dass je die benachbarten zwei Seiten desselben mit der 
Seite des gegebenen, auf der sie sich treffen, gleiche Winkel bilden. Und 
dies ist das einzige Polygon. Drücken wir beim Dreiecke P,, P., P; durch 
A;,, A,, A, aus, so haben wir 

DAB, = AA— Be 1 4,A,sin A, 
sin A, sin A, 
AA? + 4,4? — A,A: 


—_ | _—= 2A,4,.008B;; 
AA, | 
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woraus sich ®, als Höhenfusspunkt auf A,A, ergiebt; also öst jenes Dreieel; 
das Höhenfusspunkts- Dreieck (Fig. 2), von dem die erwähnte Eigenschaft 
bekannt ist. — Aber mehr: Zieht man zu dessen Seiten je auf den Seiten 
des gegebenen Dreiecks sich schneidende Parallelen. so erhält man nach zınei- 
maligem Umlaufe eine geschlossene Figur, von welchem Punkte auf einer Seite 
des gegebenen Dreiecks man auch ausgehe. nd eine ähnliche Eigenschaft 
besteht bei allen Polygonen ungerader Seitenzahl. 

$ 21. Aber auch im allgemeinen Falle eines beliebigen, aber festen 
Ausstrahlungswinkels 5, haben wir, ausser der Constanz von BY B,. noeh 
eine weitere Uonstanz, nämlich die Länge der ungeschlossenen Linie 
B,B,B,...B\...B) (und, wenn man will. auch der „eschlossenen 
B,...B\...B\ B,) ist unveränderlich, wobei freilich, in Folge der obieen 
Bemerkung, Theile dieser Linie eventuell auch negativ zu nehmen sind. so 
dass es sich um eine algebraische Summe handelt. 

Wir haben (Fig. 1 


b A,sin A, > 
B,B:; —— nn: —. B,B, £ 


sın d, 


B,A,sınA,  (A,A, sind, —B, A,sin ?, )sin A 
sin ß, na sind, sin d 
Es genügt. den Faetor von B,A,.sin?, ins Auge zu fassen: er ist 


eIe, 


sın A, sin A, sin A 
sin d, sin, sın P, sin P, ın 9", sın d 
oder wegen 1) 
* . / ante /? (n ) p) /d N ba » /ei 
cotg PP, + ColgP2 — (COLg pP, + COlg P;)-r eote /%+ eoig), VD, 


Mithin ist die Behauptung erwiesen. 

In dem speciellen Falle, wo nach zweimaligem Umlaufe die Figur 
geschlossen ist, sind alle diese Perimeter unter einander gleich und doppelt so 
gross, als bei der Figur, die schon nach einem Umlaufe sich schliesst. 

Es ist anzunehmen, dass Steiner die Beweise in derselben Art ge- 
führt haben wird. 

$ 22. Steiner theilt nun noch die von ihm aus einem allgemeineren 
Satze gefolgerte Eigenschaft mit, dass diese schon nach einem Umlaufe ge- 
schlossene Figur doppelt gerechnet oder auch zweimal umlaufen dem Inhalte 
nach grösser ist, als jede der erst nach zwei Umläufen sich schliessenden 
Figuren, also beim Dreiecke, an dem wir wieder den Beweis führen wollen. 

2B,B,8, >B,B,B,B,B,b;. 


Ich habe dafür folgenden einfachen Beweis gefunden. Als Inhalt 


der versehlungenen Figur gilt (mit Berücksichtigung der Vorzeichen) die 
Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 1. te) 











- 
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Summe der Inhalte der Dreiecke, welche die Seiten mit einem beliebigen 
Punkte O der Ebene bilden; ebenso aber auch bei der einfacheren Figur. 
Demnach haben wir zu beweisen (Fig. 2): 
2 (OB, B, £: 0 D, B; + OB; D,) 
> OB, B.+OB,B,+OB,B,-+-OB,B,+ OB, B;,-+OB,B;; 
0 wollen wir am besten innerhalb B,9;,B,;, liegend annehmen. 

Aus den gleichen Winkeln, welche mit den Seiten des gegebenen 
Dreiecks gebildet werden, folgt, dass die Entfernung der Seiten von B,B,D; 
je von den beiden parallelen des Sechsecks durchweg dieselbe ist, also e. 
dass mithin B,9B, in der Mitte zwischen B,B, und B}B} sich befindet, 
so (dass 

298,8 = B,B,+Bi,B;, etc. 

Seien nun d,, d,, d, die Entfernungen der Seiten B,B,, BB, BB, 
von 0, so hat B,B,, das wir jenseits B,Dd, in Bezug auf O liegend an- 
nehmen wollen, die Entfernung d‚+e, B,B, aber wird, wie man leicht 
ersieht, die Entfernung d‚—e haben, und so wechselt es durchweg ab. 
Also ist 


) Bd», YDd,.d, + », B,.d,-+ Y,d,.d;: 
B,B,B,B/ B;B; U!B,B,(d,+e)+B,B,(d,—e)+B,B; (d,-+ e) 


+ BB; (d, —e) + B,B,(d,+e)+ B,B,(d,—e)\ 
\\d, (B, B,+ B\, Bi) -+-d,(B,B,+ B,B;)+d,(B,B, + B,B,)| 

— Le (Bb,—b,b,)+ (b,B,—B,B;,)-+ (B,B,— B,B;)| 

23, DW, —tel(B,B—B,B,;)+(B,B,—B; B,)+(B,B,—B,B;)\. 
Die drei Differenzen in der Klammer sind positiv, denn wenn B,B, gerade 
auf der andern Seite von WW, liegt, als der im Innern von V,®), 
velegene Punkt O0, wie wir oben voraussetzten, und BB) auf derselben, so 
liegt jene näher an der Ecke A, des Dreiecks und ist die kleinere. Also 
ist in der 'T'hat 

B,B,B,B,B,B,< 28, 9,B;. 
(Geht B,B, sogar über die Eeke A, hinaus, so wird es so wie auch Drei- 
eck OB,B, negativ. 
$ 23. Gehen wir nun zum Falle der Polygone von gerader Seiten- 

sahl über, bei denen die Summen der geraden und der ungeraden Winkel 
gleich sind (oder sich um ein ganzes Vielfache von 27 unterscheiden: v = 1, 
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s— 0). Beim Vierecke (wo nothwendig s= 0 sein muss) handelt es sich 
also um das Kreisviereck. 

Wir fanden, dass dann stets der Winkel >, = ?, (oder ’, mod. 27 
das zweimal umlaufene Polygon ungerader Seitenzahl subsumirt sich. wie 
dies schon Steiner bemerkt, hierunter. 

Wir finden auch hier, dass, wenn /, fest bleibt, die Strecke B\B 
und der Umfang B,B,... B, constant ist. Ks ist: 


l 


sin?,.B, B; = A, A,sin 9, — A, A,sin 9, 1 A, A,sin 9; a Di . A A,sin/? F 


Vermöge der Beziehungen 1) wird BB, nur für einen Werth 


von 5, Null. Z. B. beim Viereck, wo , =n-4,—-P. Pß; 1,— A; + P.. 
A, =n—A,—[f,, hat man 

en A,A,sın A,— A,4,sin(A, { A,A,sin A 

tz 


AA,— A,A,cos A, A,A,cos A, 1,) -A,A, cos 1 

Ist demnach der Ausstrahlungswinkel 5, durch diese Formel (oder (die 
analogen bei den Figuren mit mehr Seiten) bestimmt, so kehrt der Strahl, 
von welchem Punkte von A,Ä, er auch ausgehe, nach einem Umlaufe zu ihm 
zurück. Wir haben also jetzt einfach unendlich viele dem gegebenen Polygone 
eingeschriebene von der Art, dass je die Seiten der letzteren, welche sich auf 
einer des ersteren begegnen, mit ihr gleiche Winkel bilden. Und alle diese 
Polygone haben dieselbe (algebraische) Summe der Seiten. 

Wir wollen unsere Formel für t2/?, beim Vierecke noch etwas 
verändern. 

Für jedes Viereck A,A,4;A, bestehen die beiden Gleichungen 


A,A; — A, A,C08 A, + A, A,c08 A» T 4 1, l,cos A VD, 


3 


A, A,sin A, — A, A,sin(A, + A,)— A,A, sin A, 0): 

man erhält sie durch Projeetion des Umfanges auf die Seite A,A, und eine 
zu derselben normale Gerade. Vermittelst derselben hat man 
» _ 24A,A,sind,—4A,A,isin(A,+4A,)—sin(A,—A,)}  A,4,—4,4A,c08 A 
A,A, (cos(A,—A,) — 008(A, +A,)! A,A,sın A 

Fällt man nun aus dem Sehnittpunkte D der beiden Diagonalen 
auf die Seiten A,A., 4,A;,... die Lothe DW. DU, .... so ist das Vier- 
eck der vier Fusspunkte eins der fraglichen Vierecke, wie man sich leicht 
auch direet überzeugt. Es ist Jaauch /B,D,A, das Complement von A,A,A;, 
A,A,sinA, 

A,A, 
& des Uosinus-Satzes, derselbe Ausdruck wie für tx/\. 
S* 


ı 2 


also cosd,D,A, ; suchen wir dazu die Tangente, so ergiebt 


sich, mit Anwendun 
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Das Vorzeichen von tgP, und also auch von «0s/, hängt ab von 
A,A,;— A; As608A;. Je nachdem dies > oder <O, ist / A,A,A, spitz oder 
stumpf; d. h. das Kreisviereek schliesst den Mittelpunkt des Kreises ein 
oder aus, und allein im ersteren Falle befinden sich alle vier Fusspunkte 
der aus dem Diagonalen-Schnitt gefällten Lothe auf den Seiten selbst. Dies 
wird später wichtiger werden. Notiren wir hier das erhaltene Resultat: 

Beim Kreisviereck hat das Viereck der Fusspunkte der aus dem Diago- 
»alen-Schnitt gefällten Lothe die Eigenschaft, dass seine Seiten mit den Seiten 
des gegebenen Vierecks gleiche Winkel bilden. Zieht man zu diesen Seiten 
Parallele, welche sich auf den Seiten des gegebenen Vierecks treffen, so bilden 
diese eine stets geschlossene Figur: dieselbe hat die nämliche Eigenschaft und 
gleichen Perimeter mit dem Fusspunkten- Viereck. 

Hat das Fusspunkten - Viereck nicht alle seine Eeken auf den 
Seiten selbst, so gilt das auch für jedes der parallelen Vierecke. 

$ 24. Das Fusspunktenviereck zeichnet sich vor den übrigen noch 
durch zwei andere Eigenschaften aus: 

Die Halbirungslinien seiner Winkel laufen in den Diagonalen-Schnitt 
D zusammen, folglich ist es einem Kreise um D umgeschrieben und die 
Summe der ungeraden Seiten ist gleich der Summe der geraden. 

Ferner ist es dem Imhalt nach die grösste von allen diesen isoperi- 
metrischen Figuren. Auch diese Eigenschaft folgert Steiner aus einem all- 
vemeineren Satz. Wir geben hier folgenden einfacheren Beweis. 

Es ist (Fig. 5), wenn BBB,V, das Fusspunkten - Viereck und 
B,B,B,B, irgend eins der Parallel-Vierecke ist, ebenso wie in $ 22, die 
Distanz zweier parallelen Seiten B,B, und B,B, etc. durchweg dieselbe, 
e: und abwechselnd liegt B,B, ausserhalb des andern Vierecks, B,B, dureh- 
schneidet dasselbe, ete. >ei 0,0,C,C, dasjenige Parallel -Viereck, dessen 
Seiten dieselbe Entfernung e von denen des haben, 
das aber die entgegengesetzte Lage zu ihm hat, so dass C,C, durchschneidet, 
C,C, ausserhalb liegt, ete. Die beiden Vierecke B,B.B,B,. und G,GC,C, 
sind gleich gross. 

Bezeiehnen wir die Schnitte der Seiten dieser Vierecke in folgen- 
der Weise: 

B,B,, CC.) =D,, (B.B,, C,C,) = D., (B.B;, C,C,) = D,, (B,B,, C;C,) nr; 


\ 


2, N, C, C,) — E.. &. 2 Ds Ü, > 2) Be -E 2, B,B 3» Ü, C,) — E (3 Da) C, E22) I — 


39» WI; , 


0 b,B,) -— F\. ©, B; ww. — : F, a BB; „,. B.B,) = F;, (B; Das b,B;) —- - 


, 











) 
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Wegen der gleichen Winkel ist 
om = Dr, SB = SF, SE = BR SE, = BF; 
denn z.B. B,E,. UF, sind aus der Mitte der Basis des gleichschenkliren 
Dreiecks C,B,D, parallel zu den Schenkeln gezogen. Aus 
BDB+BB, = BB+HBB, 
folgt demnach 
FFFR+F,F, = EE,+E,E.. 
Dies sind aber die Mittelgrundlinien der vier Trapeze B,B,D,D,, 0,0,D,D,, 
B,B,D,D;,, C,C,D,D,, welche alle dieselbe Höhe 2e haben: also ist die 
Summe des ersten und dritten gleich der des zweiten und vierten, d.h. aber 
bet BB = CC.CE, 


7 


Sei nun O wieder ein beliebiger Punkt (am besten im Innern von 
BVERB,NW,), und seien d,, d,, d,, d, seine Entternungen von BB, BB,, 
BB. BP: so Ist 
4B,B,B,Bb, = 2(B,B,B,B,-+ C,C,C,C, 
= B,B;(d,+e)+ b;b;,(d,—e)+b,B,(d,-+-e)-+B,B,(d,—e 
+0,0,(d, —e)+ 0,C;(d,;+e) +G,C,(d,—e)+0,C,(d,-+He 
(B,B,+C, C,)d, + (B,Bb, + C,C,) d;+ (B,B,-+0,C,)d;+ (B,B, +0C,C,)d 


_ e\(6,6,—B,B)+(B.B,— 0,0) +(6,0,— B,B,)+(B,B,— GC 
Die vier ersten Glieder geben 
2(B, Dd..d, + Y,N,.d,- N,dDd,.d, %< Y,Dd,.d, — 39,8, 9;, Da: 


die Differenzen in der Klammer von e sind alle positiv, weil immer der 
Subtrahend die näher an der Ecke von A,A,A,A, gelegene Linie ist. 
Also ist 


B,B.B,B,< BBdB;B.- 

Dieser Beweis ist ersichtlich auf Figuren (von gerader Seitenzahl) mit 
mehr als vier Seiten übertragbar, und wird die grösste unter den Parallel- 
Figuren, die der gegebenen so eingeschrieben sind, dass die Seiten mit den 
ihrigen je gleiche Winkel bilden, stets die sein, bei welcher die Summe der 
ungeraden Seiten gleich der der geraden ist. 

Will man sich aber auf den Fall des Vierecks beschränken, so 
kann man den Punkt D als O benutzen, wodurch alle vier d gleich wer- 
den, und braucht dann bloss eins der Parallelvierecke in die Betrachtung 
zu ziehen. 
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$25. Wir kommen nun zu dem eigentlichen Thema dieses zweiten 
Abschnitts, zu dem Nachweise, dass die erhaltenen Figuren, welche mit den 
Seiten des gegebenen Polygons gleiche Winkel bilden (um diese Haupt-Eigen- 
schaft kurz so auszudrücken), unter den eingeschriebenen Polygonen den 
kleinsten Umfang haben. 

Diese Winkel-Gleichheit erscheint nothwendig; denn gesetzt, eine 
eingesehriebene Figur bilde etwa an der Ecke B, noch nieht gleiche Win- 
kel, so eonstruire man, unter Festhaltung aller übrigen Eeken, auf A,A; 
denjenigen Punkt ®,, der die kleinste Entfernungssumme von B,, B, hat 
und bei dem also B,®B, und B,DB, mit A,A, gleiche Winkel bilden. Die 


Verlegung der Ecke B, nach einem an ®B, nähern Punkt verkleinert schon 


die Summe der beiden Seiten und also den ganzen Umfang. Liegt ®, auf 


A,A, selbst, so wird man in ihn selbst schieben können: im andern Falle 
aber bis zu der Eeke des gegebenen Polygons, jenseits deren er liegt. Es 


e 


— 


giebt sich dann freilich eine degenerirte Figur, bei welcher die Winkel- 
(rleichheit nicht erfüllt ist; doch wir werden später sehen, dass wir in 
vewissen Fällen die Figur kleinsten Umfangs gerade unter derartigen 
Figuren zu suchen haben (vergl. S 1). 

Aber andererseits, wenn wir, von einer beliebigen eingeschriebenen 
Figur ausgehend, durch diese Verwandlung zu der Figur kleinsten Um- 
tangs gelangen wollen, gerathen wir wieder in einen unübersehbaren Pro- 
zess, bei dem jede folgende Operation die dureh die vorhergehende erzielte 
Winkel-Gleichheit wieder zerstört. 

S 26. Diesem Uebelstande hat Steiner durch eine wundervolle 
Methode abgeholfen, die nur handschriftlich oder dureh mündliche Mit- 
theilung erhalten ist. Sie findet sich am Schlusse der Anm. 5) am Ende 
des zweiten Bandes der gesammelten Werke. Sie ist dort jedoch nur für 
das Dreieck ausgesprochen, und überdies ohne die nothwendige Beschrän- 
kung, dass sie für das stumpfwinklige Dreieck nicht gilt. Dass Steiner 
dies übrigens gewusst hat, geht aus U No. 64 IL 3) hervor. 

Die Methode ist folgende: Man klappe die gegebene Figur von m Seiten 
cyklisch nach und nach um ihre Seiten um, bis man zu einer Figur gelangt, 
die der ursprünglichen parallel ist \congruent und ähnlich gelegen). 

Untersuchen wir (was in jener Note nicht geschehen ist), ob das 
möglich ist. 


/ 


Die gegebene Figur sei wieder A, AA; ... A, (Fig.4). Wir klappen 
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sie um A,A, nach A,A,A; ... A, 


u.s.w. Nach zwei Umklappungen (oder, wenn man die Ebene nicht ver- 


‚, dann um 4,4, nach 4,4,4, ... AL: 


lassen will, „Symmetrisirungen“) erhält man eine Figur, die mit der 
ursprünglichen eongruent ist im engern Sinne (in dem man eigentlich dies 
Wort allein anwenden sollte, in dem andern Falle das Wort: symmetrisch 
eebrauchend), d.h. mit ihr, ohne Herausheben aus der Ebene, zur Deckung 
gebracht werden kann. Aber es findet keine parallele Lage statt; die 
Schwenkung ist, wie man leicht sieht, um das Doppelte des Winkels 
erfolgt, den die beiden Seiten bilden, um weiche die beiden Umklappungen 
oeschehen sind, und zwar mit dem Drehsinne von der zweiten nach der 
ersten, in unserm Falle also um 2.4A.. 


Ist m ungerade, so bringen 2m Umklappungen eine Schwenkung um 
a rar, 


also um die doppelte Summe aller Winkel des Polygons 2(m—2)rı zu Stande. 
Die Figur ist in der That zur ursprünglichen parallel, und im Allgemeinen 
wird dies nicht eher erreicht. 

Ist aber m gerade, so liefern » Umklappungen eine Schwenkung um 

Karla 

also um die doppelte Summe der geraden Winkel und bei weiterer Fort- 
setzung wiederholt sich dies nur. Da diese Summe im Allgemeinen nicht 
eommensurabel zu 27 ist, so führt dieser Prozess niemals zu einer paralielen 
Figur, und nur im Falle der Commensurabilität gelingt es. Dieser findet nun 
gerade statt bei Polygonen gerader Seitenzahl, welche eingeschriebene Polygone 
zulassen, mit deren Seiten sie gleiche Winkel bilden. Vie Ditterenz der 
Summen der geraden und der ungeraden Winkel war ein Vielfaches von 
2, also auch jede einzelne der beiden Summen: es führen demnach m Um- 
klappungen zum Ziele. 

S 27. Wird nun im Falle eines ungeraden m die einzige einge- 
schriebene Figur, im Falle eines geraden m eine der unendlich vielen ein- 
geschriebenen Figuren, welche gleiche Winkel mit den Seiten der gere- 
benen bilden, ins Auge gefasst, so sieht man leicht, dass, in Folge der 
Winkel-Gleichheit. diese Figur sich in eine gerade Linie ausstreekt von 
der doppelten, beziehlich einfachen Länge ihres Umfangs; wofern von der 
der Originalfigur eingeschriebenen Figur selbst keine Seite mit hinzu- 
genommen wird. Diese gerade Linie hat, wenn A,A, die erste Um- 











54 Sturm, zu Steiners Aufsätzen über Maximum und Minimum. 


klappungsaxe ist, und AA” (u —= 2m, m) ihre letzte zu ihr parallele 
Lage ist, ihre Endpunkte auf A,A,, A AS" und offenbar in entsprechen- 
den Punkten B,, Bi. Jede andere eingeschriebene Figur muss, weil bei 
ihr die Winkel-Gleichheit nicht statt hat, in eine gebrochene Linie von 
der Länge ihres doppelten, bez. einfachen Perimeters übergehen, welche 
ebenfalls zwei entsprechende Punkte C,, 0 von A,A,. AY AY" verbindet: 
da nın 0,0 = 3,3”, so erkennt man sofort die Minimal- Eigenschaft als 
Folge eines Grundsatzes der elementaren Geometrie. Die Figur 4 zeigt diese 
Operation am Dreiecke vorgenommen. 

$ 28. Aber man überzeugt sich leicht, dass, wenn die Eeken der 
eingeschriebenen Figuren nicht sämmtlich auf den Seiten der gegebenen 
Figur selbst liegen, der vorhergehende Beweis unbrauchbar ist, weil dann 
die ausgestrecekte Linie zum Theil hin und zurück durchlaufen wird. 

Dies ist z. B. der Fall, wenn das gegebene Dreieck stumpfwinklig ist 
oder das gegebene Kreisviereck den Mittelpunkt des Kreises ausschliesst. 

Diese Fälle hat Steiner nicht behandelt, so wie auch nicht das all- 
gemeine Viereck. Ich theile im Folgenden die Resultate meiner Unter- 
suchungen über diese dem Steinerschen Resultate sich nicht subsumirenden 
Fälle des Dreiecks und Viereeks mit. Der Fall des Dreiecks ist schnell 
erledigt. Beim rechtwinkligen Dreiecke als Grenztall des spitzwinkligen 
liegen die Höhenfusspunkte noch nicht ausserhalb: ihr Dreieck aber ist 
auf die doppelte Hypotenusen-Höhe zusammengeschrumpft, und wir haben 
den Satz: 

Bei jedem einem rechtwinkligen Dreiecke eingeschriebenen Dreieck ist 
der Umfang grösser als die doppelte Hypotenusen-Höhe. 

Und ein ähnlicher Satz gilt beim stumpfwinkligen Dreieck: 

Bei jedem einem stumpfwinkligen Dreiecke eingeschriebenen Dreiecke 
ist der Umfang grösser als die doppelte Höhe auf der grössten Seite. 

Sei ACB das stumpfwinklige Dreieck (Fig. 5), bei C der stumpfe 
Winkel, und A’B’C' ein ihm eingeschriebenes, so dass A’ auf BC liegt ete. 
Wir ziehen in © die beiden Senkrechten zu den Katheten, CB, zu CA. 
CA, zu CB, welche die Seite AB in die Theile AA,, 4,B,, B,B theilen. 
Je nachdem nun C’ in einem der äussern Theile AA,, B,B liegt, hat 
ACB,, bez. A,CB, im Falle er im mittelsten liegt, haben beide Dreiecke 
die Eigenschaft, dass zwei von den drei Punkten A’, B’, C’ auf seinen 
Seiten selbst sich befinden. Nehmen wir an, dass ACB, das geeignete 
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reehtwinklige Dreieck sei, und A” sei der Schnitt (CB,, BA), so ist Um- 
fang ABC’ > Umfang A’BC’ >2CE, wenn CE die beiden Dreiecken 


oemeinsame Höhe auf AB ist: womit die Behauptung bewiesen ist. 

Dieser untern Grenze 2C® kann man ersichtlich unbegrenzt nahe 
kommen. 

$29 Was nun zunächst das Kreisviereck anlangt, so sind folgende 
Eigenschaften leicht zu erkennen: 

a) Schliesst es den Mittelpunkt ein, so fallen (wie schon erwähnt) alle 
Fusspunkte der aus dem Diagonalen-Schnitt gefällten Lothe auf die Seiten 
selbst, und das Viereck dieser vier Fusspunkte und seine (innerhalb des 
gegebenen Vierecks befindlichen) Parallel-Vierecke sind die eingeschriebenen 
Vierecke kleinsten Umfangs. 

b) Yrird eine Seite Durchmesser, so fallen die Fusspunkte auf den 
beiden Nachbar- Seiten in die beiden Endpunkte der dem Durchmesser 
serenüberliegenden Seite, die andern auf die Seiten selbst. 

c) Wenn aber der Mittelpunkt ausgeschlossen wird, dann sind jene 
Fusspunkte ganz herausgerückt. 

Der Fall db), als Grenztall von a), schliesst sich dem Satze für «) 
noch an. Das Fusspunkten-Viereck hat einen flachen Winkel erhalten und 
ist zum Dreieck ausgeartet, dessen Ecken die beiden erwähnten Endpunkte 
und der Fusspunht des aus dem Diagonalen-Schnitt auf die grösste Seite ge- 
fällten Lothes sind. 

Parallel-Vierecke (oder -Dreiecke) sind nicht möglich. 

Jedes dem Vierecke eingeschriebene Viereck hat einen yrösseren Um- 
fang als dieses Dreieck. 

Dass die Winkel-Gleichheit noch besteht, davon überzeugt man sich 
leicht; besonders bemerkenswerth ist sie bei der dritten Eeke; so dass der 
Fusspunkt des Lothes aus dem Diagonalen-Schnitte auf die grösste Seite 
auf derselben der Punkt der kleinsten Entfernungssumme von den beiden 
Gegenecken Ist. 

Dieser Fusspunkt liegt auf der Seite selbst, denn die beiden Nach- 
barseiten bilden ja mit derselben spitze Winkel. 

Endlich im Falle ce), wo das Viereck ABCD den Mittelpunkt des um- 
geschriebenen Kreises K ausschliesst (Fig. 6), sei CD die Seite, deren Seg- 
ment grösser als der Halbhreis ist, und @ der Punkt auf ihr, für den AG-+BG 
Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 1. 9) 
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am kleinsten ist. Dann repräsentirt das Dreieck AB@G das eingeschriebene 
Viereck vom kleinsten Umfange. 

Um dies einzusehen, construiren wir den Kreis K, durch A, B, der 
sein Centrum auf CD hat; seien die Schnitte desselben mit CD bez. C,, D,, 
jener näher an C, dieser an D. Beide Punkte müssen zwischen C und D 
liegen; denn zwei Kreise K, K,, die sich in A und B schneiden und ihre 
Uentra auf derselben Seite von AB haben, werden von allen sie durch- 
schneidenden Geraden, welehe AB nicht zwischen A und B treffen, in zwei 
Punktpaaren geschnitten, von denen das eine das andere einschliesst. Da 
nun ZCAD > 5 und ZC,AD, = -. so kann nur C,D, von CD einge- 
schlossen werden. 

Der Punkt @ auf CD, der die kleinste Entfernungssumme von A, B 
hat, liegt, wegen der spitzen Winkel € und D, zwischen C und D und ist 
nach Obigem der Fusspunkt des Lothes aus (AC,, BD,) auf CD. 

Nehmen wir nun zunächst an, dass dem Viereck ABCD ein Viereck 
A'bB'C'D' eingeschrieben sei (A’ auf AB, B’ auf BC, ete.), bei welchem C’ 
auf CD zwischen C©,, D, sich befindet. Sind dann B”, D” die Schnitte 
(Ab, BC,) und (D’A', AD,), so ist ersichtlich Umfang A’B’C’D' > Umfang 
AB"C'D", da z. B. B'B+ BC’ > BC’; letzterer Umfang ist aber nach dem 
Satze für Fall 5) grösser als Umfang ABG; also: 

Umfang A’B'C'D’ > Umfang AB@. 

Wenn hingegen C’ in einer der Strecken CC,, DD, sich befindet, 
z. B. in der ersteren, so eonstruiren wir wieder B”’ und ersetzen A’B’C'D' 
dureh A’B’C'D' von kleinerem Umfange; sodann aber suchen wir zu B” 
und D' den Punkt auf CD, der die kleinste Entfernungssumme von ihnen 
hat; da der Winkel BC, D,<5 ist, so wird er auf der andern Seite von 
C, liegen als CO,; wir können also sicher C’ über C, hinaus in C,D, hinein 
schieben, etwa bis C/, und eine kleinere Entfernungssumme von D', BD" 
erhalten und demnach ein Viereck A’B’C,D' mit kleinerem Umfang als 
AB"C'D', das dem vorigen Fall entspricht; wir haben mithin: 

Umfang A’B’C’D' > Umfang A’b’C'D’ > Umfang A’B’C,)D' > Umfang ABG. 
Damit ist der Beweis erbracht. Auch hier können wir dieser unteren 
Grenze ersichtlich unbegrenzt nahe kommen. 

$ 50. Den Fall des Kreisvierecks haben wir so erledigt; wir wenden 

uns nun zum beliebigen Viereck, das Steiner gar nicht in Betracht gezogen hat. 
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Auf den ersten Blick scheinen wir hier — wie auch schon im 
Fall e) des Kreisviereeks — vor einem Widerspruch zu stehen. Einer- 


seits wissen wir, dass beim allgemeinen Viereeke kein eingeschriebenes 
Viereck existirt, das der Bedingung der Winkel-Gleiehheit Genüge leistet. 
Andererseits aber hat ein Viereck, das nicht dieser Bedingung genügt, 
noch nicht den kleinsten Umfang. Die Lösung des Widerspruches geschieht 
eben dahin, dass eine Eeke des eingeschriebenen Vierecks in eine Ecke 
des gegebenen fällt, und zwar so, dass eine Verschiebung auf der Seite 
selbst (denn diese ist ja allein gestattet, nicht nach aussen) die Eeke von 
dem Punkte auf der Seite, welcher die kleinste Entfernungssumme von den 
beiden Nachbarecken der eingeschriebenen Figur hat, entfernt. Das Viereck 
degenerirt dann zu einem Dreiecke (oder gar, wie wir sehen, zu einer 
doppelten Linie). Zu dem Ende kehren wir nochmals zu dem Kreisvierecke 
des Falls a) zurück und suchen unter den unendlich vielen ihm einge- 
schriebenen Viereeken kleinsten Umfangs die zu Dreiecken degenerirten auf. 

Sei AbBCD das Viereck (Fig. 7) und seien A', B', 0’, D' die Fuss- 
punkte der aus dem Diagonalen-Schnitte auf seine Seiten AB, BC, CD, DA 
gefällten Lothe; so haben wir 


/ AAD+CAD = AD’A+ BAU = —;: 
ferner 
Z/AAD = BAD, AD'A = DD'C, 
also auch 
BAB+CAD = BAC+DD'C': 

demnach ist, wenn 

BAB >, =, <BA(C, 
auch 

DDU >, =, <eCAD, 
und 


/ A= BAC+CAD<-, =, > AAD'+CAD oder 


2 
7ı 
. 
sich aus dem Punkte A zwei Parallele zu A’B', D'C’ ziehen, welche bez. 
BC, CD selbst treffen. Seien ®’, & in diesem Falle die Schnittpunkte, so 
stellt ABC ein zum Dreieck ausgeartetes eingeschriebenes Viereck vom 
kleinsten Umfange dar. Da das Kreisviereck zwei stumpfe Winkel hat, 
9* 


Mithin ist, nur wenn A——- ist, BAB' = RBAC, DD'C' = CAD und lassen 
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so giebt es deren zwei. »Bind etwa die Gegenwinkel A, C Rechte, 
artet dieses Dreieck noch weiter in die doppelte Diagonale AC. 

Wir gewinnen folgende Resultate: 

Jedes Viereck. das einem Vierecke mit zwei gegenüberliegenden rechten 
Winkeln eingeschrieben ist, hat einen Umfang, welcher grösser oder ebenso 
gross als die doppelte Diagonale zwischen den Scheiteln dieser beiden Winkel 
ist. Fermer: Aus dem Scheitel eines stumpfen (oder rechten) Winkels eines 
Kreisvierechs, das den Mittelpunkt des Kreises einschliesst, ist es immer mög- 
lich einen Strahl ausgehen zu lassen, der nach Reflexion an den beiden gegen- 
überliegenden Seiten nach dem Scheitel zurückkehrt, und dabei die Seiten 
selbst trifft. Und insbesondere: Wenn A in dem spitzen (oder rechten) Winkel 
zweier sich in C schneidenden Geraden liegt, und b, D die Fusspunkte der 
Lothe aus A auf diese Geraden sind, so ist es immer möglich, von A einen 
Strahl ausgehen zu lassen, der an den beiden Geraden reflectirt nach A zurück- 
kehrt, und zwar so, dass die Reflexionspunkte BD’, 8 zwischen B und C, bez. 
C und D liegen. 

Ueberdies ist der Umfang von ABK gleich 2BD. 

$51. Wir wenden uns jetzt zu einem allgemeinen Viereck ABCD, 
zunächst aber einem solchen, das einen einzigen stumpfen Winkel A hat. 
Die Fusspunkte B,, D, der Lothe aus A auf die Seiten BC, CD liegen 
nothwendig auf diesen Seiten selbst. Zu jedem dem Viereck ABCD ein- 
geschriebenen Viereeke A’B’C’D’ können wir, in derselben Weise, wie im 
Falle ec) des Kreisvierecks, ein dem Vierecke AB,CD, eingeschriebenes 
angeben, das kleineren Umfang hat; im Falle die auf BC oder CD gelegene 
Keke B', CO in BB, bez. DD, liegen sollte, ist zu berücksichtigen, dass 
die Winkel AB,C, AD,C nieht stumpf sind. 

Winkel B,AD, ist noch stumpf; also lässt sieh innerhalb AB,CD, 
und mithin auch innerhalb ABCD ein solcher „Reflexionszug* AB’E, wie 
er oben beschrieben ist, eonstruiren, der die untere Grenze für den Umfang 
der AB,CD, und folglich auch der ABCD eingeschriebenen Vierecke 
ist. Also: 

Besitzt ein Viereck ABCD einen einzigen stumpfen Winkel A, so 
erhält man die untere Grenze für den Umfang aller eingeschriebenen Vier- 
ecke in dem stets möglichen im Innern befindlichen Zug AB’E’A, der von 
A ausgehend und in W, E an BC, CD reflectirt, nach A zurückkehit. — 
Wir nehmen nun an, das Viereck ABCD habe zwei benachbarte 
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2 stumpfe Winkel A, B, die beiden anderen seien spitz (Fig. 8). Es sei 


A+C>n, B+D<n. Wir legen dann durch A 
selbe schliesst folglich D aus. Der zweite Sehnitt von CD mit ihm sei 


‚„B, C den Kreis; der- 


dei re 


D,. Ziehen wir die Tangente in C nach derjenigen Seite von CA, auf 
weleher CD liegt, so bildet diese mit CA einen mit BD gleichen, also 
stumpfen Winkel; da nun CD mit CA einen spitzen Winkel bildet <_BCD), 


so fällt CD in jenen stumpfen Winkel; d.h. CD geht von C aus in den 
7T 
> 


nr 


Kreis hinein und der Schnitt D, liegt zwischen €, D. Ferner ist BAD, 
rl 

5 

Nun sind zwei Fälle zu unterscheiden: 


AD, C< 


a) Das Kreisviereek ABCD, schliesst den Mittelpunkt des Kreises 
ein; dann erhalten wir, wenn wir wieder berücksichtigen, dass AD,C spitz 
ist, als untere Grenze für den Umfang aller dem Viereeke ABCD einge- 
schriebenen Viereeke den Reflexionszug ABEA. 

b) Schliesst aber das Kreisviereck den Mittelpunkt «des Kreises aus, 
so ist CD, die Seite, über der sich das grösste Segment befindet. Sei @ 
auf ihr der Punkt kleinster Entfernungssumme von A, B (der zwischen (©, 
D,, also um so mehr zwischen C und D liegt), so Ist die untere Grenze 
der Umtang des Dreiecks AB@. 


a) \ \ . . * . 7I 7T 
Der Fall a) oder b) tritt ein, je nachdem CAD, < -, oder >, , oder 


*) 


n— 


Y zT a 
ACD-+ > oder <B. 
n u Ze. rn 
ACD+-—,->bB trifft natürlich aueh im vorigen Falle ein, wo A der 
einzige stumpfe Winkel war, und dort ist ebenfalls A+C > 7: denn 





/ b,AD,< BAD und ist das Supplement zu €. 

In dem Uebergangsfalle zwischen a) und b), wo CD, Durchmesser 
wird, fällt 9 nach B und die beiden Minimal-Figuren ABEA und AB@A 
vereinigen sich. 

$ 52. Wir nehmen jetzt an, dass das Viereck ABCD drei stumpfe 
(eorreeter: nieht spitze) Winkel hat: A, B, C (Fig. 9). Die beiden Senk- 
rechten in A und C auf Ab, BC fallen in das Viereck hinein und treffen 
CD, bez. DA selbst in ©,, D,, und zwar so, dass AC,C und AD,C spitz 
sind. Ihr Schnittpunkt D, liegt innerhalb ABCD. Die Diagonale BD, 
muss eine der beiden Seiten CD, AD trefien:; sie treffe AD in D;; otten- 
bar ist AD,D, auch spitz. Es sei nun A’B’C'D' wieder ein dem ABCD 
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eingeschriebenes Viereck; B’C’ muss nothwendig CD, selbst treffen: in €", 
und wenn D’ in AD, liegt, so trifft auch A’D’ die Seite AD, selbst: in D". 
Verbinden wir C”, D’, so ist das ABCD, eingeschriebene Viereck A’B'C"D" 
ersichtlich von kleinerem Umfange als A’B’C'D". 

Liegt aber D’ in DD,, so kann A’D’ die CD, treffen, statt AD, ; ist 
dann © der Schnitt (B’C’, CD,), wie vorher, so ersetzen wir wieder zu- 
nächst C”C’+ C’D’ dureh CD’, verschieben dann, was wegen des spitzen 
Winkels AD,C möglich ist, D’ bis jenseits D,, bis D,, so dass AD, +D,C" 
— AD'+D'C", -und erhalten, weil nun A’D, die AD, selbst trifft: in D”, 
in AB’C"D” ein dem ABCD, eingeschriebenes Viereck von kleinerem Um- 
fange als ABCD. Da nun ABCD, zwei rechte Gegenwinkei hat, so ist 
nach S 30 die untere Grenze für den Umfang aller ihm eingeschriebenen 
Vierecke die doppelte Diagonale AC; also ergiebt sie sich auch als untere 
Grenze für die dem gegebenen Vierecke eingeschriebenen Vierecke. ABCD, 
hat zwar als Viereck, das den Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises 
einschliesst, unendlich viele eingeschriebene Vierecke kleinsten Umfangs; 
aber nur eins von ihnen, das zur doppelten Diagonale AC degenerirte, ist 
zugleich dem gegebenen eingeschrieben, und für dieses also das einzige 
Minimum. Aehnliches gilt übrigens auch im ersten Falle und in a) des 
zweiten. — 

Das Viereck ABCD habe zwei gegenüberliegende stumpfe (nicht 
spitze) Winkel A, €, die beiden anderen seien spitze (Fig. 10). Von den 
vier Winkeln, die durch die Diagonale AU bei A und C entstehen, sind 
höchstens zwei nicht spitze und liegen dann zu verschiedenen Seiten von 
AC und an verschiedenen Eeken; folglich muss es mindestens ein Paar 
ebenso gelegener spitzer Winkel unter diesen Winkeln geben; diese seien 
CAB und DCA. Die Senkrechten in A, C zu AB, CD fallen dann in die 
andern Winkel und treffen also CD, bez. AB: in D,, B. In dem Vierecke 
AB,CD, haben wir zwei rechte Winkel A, C; einer der beiden andern ist 
spitz: es sei dies AD,C, der andere AB,C also stumpf; demnach fällt das 
Loth CB, aus C auf AB ausserhalb AB,C, aber innerhalb ABC; und Vier- 
eck AB,CD, hat nun einen einzigen spitzen Winkel bei D.. Zu jedem dem 
ABOD eingeschriebenen Vierecke ABC D kann man ein dem AB;CD, 
eingeschriebenes von kleinerem Umfange ermitteln, indem, wenn A’ etwa 
nach BB,, oder C’ nach D,D fallen sollte, wegen der nicht stumpfen Winkel 
AB;C, AD,C eine Verschiebung über B,, D,, unter Verminderung des Um- 
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fangs, möglieh ist. Die untere Grenze für den Umfang der ABCD einge- 
sehriebenen Vierecke ist deshalb die nämliche, wie die für den Umfang der 
AB,CD, eingeschriebenen, nämlich die doppelte Diagonale AU nach dem 
vorigen Falle, da in dieselbe jene und diese Vierecke ausarten können. 

$ 35.  Demgemäss haben sich drei Formen der Minimal-Figur ergeben: 

1) Hat das gegebene Viereck ABCD zwei nicht spitze Gegenwinkel 
A, 0, so ist die doppelte Diagonale AC die untere Grenze für den Umfang 
aller eingeschriebenen Vierecke. 

2) Es habe keine zwei gleichzeitig nicht spilze Gegenwinkel; so 
seien A, C die beiden Gegenwinkel, deren Summe :ı übersteigt, A der stumpfe, 
C der spitze Winkel davon, D der einzige spitze von den beiden andern Gegen- 
winkeln, wenr einer von ihnen nicht spitz ist, oder ein beliebiger, wenn sie 
beide spitz sind. 


a) Ist dann ACD+ >DB, so ist die untere Grenze für den Um- 


. 
2 
fang aller eingeschriebenen Vierecke der von A ausgehende an BC, CD in 
W, & reflectirte nach A zurückkehrende Strahl ANA. 

b) Ist aber ACD+ 5 —B (was also einen stumpfen Winkel B vor- 
ausselzt), dann sei BGA der von B ausgehende, in G an CD nach A reflec- 
tirte Strahl; der Umfang des Dreiechs Ab@G ist die untere (Grenze. 

Die Reflexionspunkte V, &, @ befinden sich stets auf den betreffen- 
den Seiten selbst. 


Ill. 

$s 34. In BNo.5 IV 1) und 2) giebt Steiner die beiden Sätze: 

l) Unter allen Dreiecken mit demselben Winkel an der Spitze und 
demselben Umfange hat das gleichschenklige den grössten Inhalt, die kleinste 
Grundlinie und somit die grösste Schenkelsumme. 

2) Unter allen Dreiecken mit demselben Winkel an der Spitze und 
demselben Unterschied zwischen Schenkelsumme und Grundlinie hat das gleich- 
schenklige den kleinsten Inhalt, die kleinste Grundlinie (sowie die kleinste 
Schenkelsumme und den kleinsten Umfang). Bei dem zweiten dieser Sätze 
begnügt sich Steiner mit einem kurzen Verweis auf einen früheren >atz, 


). 


‘ 
* 


der mir nicht verständlich ist 


*) In seinem Manuseript sowohl, als in diesem Journal Bd. 24 sehreibt Steiner 
auch in 2) dem gleichschenkligen Dreiecke den grössten Inhalt zu, und befindet sich 
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Der Herausgeber der „Werke“, Herr Weierstrass, bestätigt in Anm. 15) 
das Minimum in 2) dureh einen trigonometrischen Beweis. 

Ich erlaube mir, hier einen einfachen geometrischen Beweis beider 
Sätze, der zugleich ihre Beziehung klar lest. mitzutkeilen. 

Dazu muss zuerst aus Steiners Satz B No. 3 IIl, der unsern Sätzen 
vorangeht, ein Hilfssatz gefolgert werden. 

Steiners Satz ist: Unter allen Dreiecken mit demselben Winkel an 
der Spitze und demselben Inhalte hat das s„leichschenklige die kleinste 
(‚rundlinie. Daraus ergiebt sich: Unter allen Dreiecken mit demselben 
Winkel an der Spitze und derselben Höhe aus diesem hat das gleichschenk- 
lige den kleinsten Inhalt und, was daraus folgt, die kleinste Grundlinie. 

Denn es seien 4,1, 4" drei im Winkel C an der Spitze überein- 
stimmende Dreiecke, von ihnen die letzten beiden gleiehschenklig, e. e', € 
die drei Grundiinien, Ah, A’, h’ die Höhen: und h=h, 14= 4".  Steiners 
Satz giebt: e'<Ze, also: A’>>h und demnach auch —>%. Nun sind I, 4" 
ähnlich, also: ">24 und folglich auch: 4>4'; und e >d. 

Um nun 1) und 2) zugleich zu beweisen, lassen wir den Umfang 
in 1) denselben Werth 22 haben, wie den Unterschied in 2), machen auf 
des gegenenen Winkels € Schenkeln CD = CE = t und construiren den in D 
und E die Schenkel berührenden Kreis mit dem Centrum M. Wie Steiner 
selbst bemerkt, tangiren die Geraden AB, welche Dreiecke vom Umfange 
2 abschneiden, den innern Bogen dieses Kreises und diejenigen Geraden 
AB, bei denen CA’+CB— AB =2t, den äussern Bogen. 


oO 


Krsiehtlieh ist: 
a) CAB = CDME-2ABN, CAB = CDME+2APBMN: 


CDME ist fest und die Dreiecke ABM, ABM haben constanten Winkel an 
der Spitze M und eonstante Höhe, ferner dieselbe Grundlinie wie bez. ABC, 
A'B'C und werden eleiehzeitig mit diesen gleichschenklig; so dass aus a) 
und dem obigen Hilfssatze unsere beiden Sätze ohne weiteres folgen. 

Trigonometrisch kann man die Minimums-, bez. Maximums-Eigen- 
schaft auch so nachweisen. Man hat: 


dieser Fehler auch sehon in No. 19 der Tabelle des Aufsatzes in Crelles Journal 
Bd. 16 5.86 (Werke Bd. II S. 44); in den „gesammelten Werken“ ist er verbessert. 
Trotz dieser Wiederholung ist er doch wohl nur ein Schreibfehler, da die in B No.3 
VI—IX aus IV gezogenen Sehlüsse riehtig sind. 


Bugs 
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RL '; 
(a+b--e)sin , 


2 
_ 
C\ | (' 
sin (44 a ) sın 
oz ri I; zz ; > oo: 
bei festem a+-b+te und € giebt A- 9 „.di. A= DB das Minimum 


von e; ferner: 
AF mn q7 m % b 4 e)t » A u 1 B ä to 1 58 


0 
7 en 2 


ft 
4F a+b-—e) eotg!A.ecote! B.tglC; 


bei festem C ist aber tg44A.tg!B ein Maximum und eotg} A.cotg} B ein 
Minimum, wenn A=B. 

$ 55. Aus dem Satze DB No. 3 III, den wir eben erwähnten, und 
dem allgemeineren Satze, dass von zwei im Winkel an der Spitze und dem 
Inhalte übereinstimmenden Dreiecken das mit «der grösseren Differenz der 
Schenkel die grössere Grundlinie hat, ergiebt sich aueh eine Lösung der 
Aufgabe, welche von Steiner in dem in der Anmerkung des vorigen Para- 
oraphen eitirten Aufsatze (Werke Bd. II S. 46) unter No. 14 gestellt ist: 

Unter den verschiedenen Geraden, welche die Fläche eines gegebenen 
Dreiecks ABC halbiren, die kleinste und die grösste aufzusuchen. 

Man vergleicht bei jedem der drei Dreieckswinkel erst die Ialbi- 
renden, welche seine Sehenkel verbinden, und dann vergleicht man die dre; 
sefundenen Minima, bez. Maxima unter einander. 

Wir wollen annehmen: Z A’>-B>>C: die kleinste Flächenhalbirende 
ist dann diejenige, welche von dem kleinsten Winkel © ein gleichschenkliges 
Dreieck, halb so gross als ABO, abschneidet: der Schenkel desselben ist 
die mittlere Proportionale zwischen AC und 1 BC; dass dieselbe —_ AU ist, 
folgt aus AB<_AC, BC<AB+ AC und also  BO<AU. 

Die grösste der flächenhalbirenden Geraden ist die grösste der drei 
Transversalen aus den Ecken nach den Mitten der Gegenseiten, d. i. die aus 
dem kleinsten Winkel C. Denn vergleichen wir irgend zwei dieser 'T'rans- 
versalen z. B. AA, CC’; so ist bekanntlich ®): 

24A” = AB+AC?—-ABC. 


200” = AQ’+BC’—-1 AB’: 
also ü 

4(CC"—-AA”) = 3(BC’— AB’); 
mithin CC’ >>AA' und ebenso BB. 


*) Baltzers Elem. der Math. Planim. 
Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 1. 


14, 18. 


UM 
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$ 36. Ebenso lösen wir die Aufgabe: Die kleinste und die grösste 
umfanghalbirende Linie zu finden. 

Wir benutzen Steiners Sätze B No. 2, 3: 

Von allen Dreiecken mit demselben Winkel an der Spitze und der- 
selben Schenkelsumme hat je das mit der grösseren Schenkelldifferenz die 
erössere Grundlinie, das gleichschenklige die kleinste. 

Wir schneiden vom kleinsten Winkel ÜC ein gleichschenkliges Dreieck 
ab, dessen Schenkel gleich 4 vom Umfang sind (und daher kürzer als die 
beiden den Winkel einschliessenden Seiten AC, BC); seine Grundlinie ist 
die kleinste Umfanghalbirende. Die grösste ist wieder die grösste unter den 
drei Umfanghalbirenden AA,, bBb,, CC,, die von einer Ecke ausgehen, d.i. 
die von C ausgehende Denn man erkennt leicht, dass die drei Punkte 
A,, B,, ©, zu den Berührungspunkten des eingeschriebenen Kreises sym- 
metrisch liegen je in Bezug auf die Seitenmitte, es ist: 

AB, = BA, BC,=CB, CA = AC. 
Wir haben in den Dreiecken BB,C und CC,B demnach BC = BC, CB, = BC, 
aber / BC, also CC, >BB, und ebenso > AA. 

AA, BB,. CC, laufen in einen Punkt zusammen. 

$ 37. In Anm. 25) des zweiten Bandes der „Werke“ 8. 739 findet 
sich aus Steiners Nachlass die Aufgabe: 

Innerhalb eines gegebenen Winkels C ist ein Punkt P gegeben; durch 
ihn die Gerade zu ziehen, welche vom Winkel das Dreieck vom kleinsten Um- 
fange abschneidet*). 

Es seien P’, P” die je auf dem innern Bogen befindlichen Schnitte 
von CP mit zwei die Schenkel von C tangirenden Kreisen; so verhalten 
sich CP’, CP” wie «die Radien derselben. Construiren wir denjenigen beide 


Schenkel berührenden Kreis K, der durch P geht und zwar so, dass P auf 


dem innern Bogen liegt, so schliessen alle die Schenkel berührenden Kreise. 


? so aus, dass sie von ihm auf dem innern 


welche grösser als K sind, / 
Bogen berührende Tangenten erhalten, die kleineren aber schliessen P ein, 
oder so aus, dass die Tlangenten aus P auf dem Aussenbogen berühren: 
bei jenen ist der Umfang des von den Innentangenten abgeschnittenen Drei- 
ecks dem Radius proportional; also giebt die Tangente AB in P an K das 
Dreieck vom kleinsten Umfange. 


=) Die analoge Aufgabe über das Dreieck vom kleinsten Inhalt behandelt Steiner 
3 No. 3 Ill Anm. 
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Die Halbirungslinien der Aussenwinkel A, B (Steiner sagt bloss: 
Winkel) und das Loth auf AB in P laufen in einen Punkt zusammen: den 
Mittelpunkt von K. 

Liegt P auf dem einen Schenkel, so fällt AB mit ihm zusammen, 
und das Dreieck kleinsten Umfangs hat die Seiten PC, 0, CP. 

$ 38. Im Anschlusse hieran stellt Steiner die Aufgabe: 

„Einem Dreiecke ABC dasjenige umzuschreiben, welches den kleinsten 
Umfang hat“, und scheint (ich kann aus dem ganzen Zusammenhange der 
in Anm. 25) mitgetheilten Steinerschen Notizen nieht anders schliessen) das 
Dreieck A’B’C' als Lösung zu meinen, bei dem das aus den Halbirungs- 
linien der Aussenwinkel construirte Dreieck so beschaffen ist, dass die 
Lothe aus dessen Ecken auf die Seiten von A’B’C' die Ecken des gegebenen 
zu Fusspunkten haben. Und auf den ersten Anbliek macht dies auch den 
Eindruck der Richtigkeit; denn ein umgeschriebenes Dreieck, bei dem jene 
Eigenschaft nicht an allen drei Seiten statt hat, lässt sieh, in Folge der 
im vorigen Paragraphen behandelten Aufgabe, im Allgemeinen (vergl. jedoch 
die Schlussbemerkung dieser Nummer) in ein anderes mit geringerem Um- 
fange verwandeln, indem man zwei Seiten festhält und die dritte um die 
betreffende Ecke in die Linie dreht, welche von dem Winkel der festen 
Seiten das Dreieck kleinsten Umfanges abschneidet, oder wenigstens auf 
diese Linie zu dreht. 

Damit ist aber nur bewiesen, dass das Steinersche Dreieck auf diese 
Weise, bei welcher bloss eine Seite bewegt wird. nieht kleineren Umfang 
erhalten kann. Fraglich bleibt, ob es nicht bei gleichzeitiger Bewegung 
zweier oder aller drei Seiten möglich ist; z. B. wenn eine Seite des Steiner- 
schen Dreiecks gedreht ist, so dass der Umfang zugenommen hat, und nun 
zwei andere Seiten festgehalten werden und durch Drehung der jetzigen 
dritten Seite der Umfang wieder vermindert wird, so kann ja möglicher- 
weise diese Verkleinerung grösser sein, als jene Vergrösseruı 


(y 
10. 


Nur wenn es möglich wäre, dureh eine endliche Zahl der obigen 
Verwandlungen, die jedesmal den Umfang verkleinern, von einem beliebigen 
umgeschriebenen Dreiecke zu dem Steinerschen Dreiecke zu gelangen, wäre 
dieses das Dreieck vom kleinsten Umfange. 

Thhatsächlich ist es nieht dasselbe; sondern das gegebene Dreieck ist 
das Minimums-Dreieck, so wie es auch unter den eingeschriebenen das mit 
dem grössten Umfange ist. Wir setzen natürlich voraus, dass die Um- 
10* 
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schreibung so geschehen soll, dass das umgeschriebene das gegebene um- 
schliesst (denn andernfalls giebt es Nulldreiecke). Jedes so umgeschriebene 
Dreieck hat aber ersichtlich grösseren Umfang als das gegebene, und dem 
letzteren kann man sich offenbar unbegrenzt nähern: man drehe die durch 
A, B, C gehenden Seiten bis unendlich nahe bez. an AB, BC, CA (oder 
an AQ, BA, CB). 

Die Lösung unserer Aufgabe ist also eigentlich selbstverständlich, und 
ich habe die Sache nur deshalb eingehend besprochen, um an einem eela- 
tanten Beispiele zu zeigen, wie wenig es nützt, eine gewisse Eigenschaft: 
aufgefunden zu haben, ohne welche eine Figur nieht Minimums- (oder 
Maximums-) Figur sein kann (oder richtiger: sein zu können scheint); 
wenn es eben nicht möglich ist, durch einen endlichen Prozess, bei wel- 
chem jeder Schritt eine Verkleinerung (oder Vergrösserung) bewirkt, von 
einer beliebigen Figur zu der mit dieser Eigenschaft zu gelangen. 

Durch die Beschränkung, dass die Seiten der umgeschriebenen 
Figur nicht die volle Umdrehung um die Ecken der gegebenen vollziehen 
dürfen, wird die Eigenschaft illusorisch; die wirkliche Minimums- Figur 
besitzt sie nicht und braucht sie auch nicht zu besitzen, weil bei ihr (oder. 
was vielleicht für die Anschauung etwas bequemer ist, einer von ihr un- 
endlich wenig verschiedenen), wenn zwei Seiten festgehalten werden und 
die dritte nach der Minimumslage zu gedreht wird, diese sofort in das Drei- 
eek hineintritt, was nicht zulässig ist. Also ist bei ihr die Verkleinerun 


g5- 


Operation, auch ohne dass jene Eigenschaft existirt, nicht ausführbar. 


Ich füge eine freilich mit dem Vorhergehenden in keinem Zusammen- 
hange befindliche Notiz hinzu. Steiner hat im Abschnitte IV des Aufsatzes 
in diesem Journale Bd. 55 8.356 (Werke Bd. II S. 682) ohne Beweis die 
Anzahlen der Kegelsehnitte mitgetheilt, welche durch P gegebene Punkte 
vehen, T gegebene Tangenten, N gegebene Normalen haben; eigenthüm- 
lieherweise bezeichnet er die Lösungen in allen Fällen, wo N=0 ist, als 
geometrisch construirbar. Interessant sind ja nur noch die Fälle, wo N >>0. 
‘s dürfte die Mittheilung doch nieht ohne Werth sein, dass ich mit Hilfe 
der Methoden der abzählenden Geometrie, wie sie insbesondere Herr Schubert 
in seinem „Kalkül der abzählenden Geometrie“ (vgl. für das Folgende ins- 
besondere $$ 20, 22) ausgebildet hat, jene Zahlen gelegentlich berechnet, 
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was ja nun eine sehr einfache Arbeit ist, und Steiners Angaben bestätigt 
gefunden habe. Sehr zu bedauern ist freilich. dass Steiner uns nichts 
hinterlassen hat, woraus wir ersehen könnten, wie er selbst zu jener Zeit 
schon derartige Abzählungen gemacht hat. 

Der „Modul“ der Normalen-Bedingung (nach der Schubertschen TVer- 
minologie) ist «+r, wenn u,» die bekannten elementaren Bedingungen des 
Kegelschnittes sind; also hat man nur die Zahlen u’v”(u-+r)" zu berechnen. 

Analog ist der Modul der Normalen-Bedingung für eine Fläche 
zweiten Grades, hier einer doppelten Bedingung, Iv(u+o). Danach giebt 
es z. B. in dem durch 4 gegebene Normalen bestimmten Systeme von 
Flächen zweiten Grades je 86 Flächen, welche durch einen Punkt gehen 
oder eine Ebene berühren, und 92, welche eine Gerade berühren. Man 
findet ebenso leicht, dass i» allen Fällen, wo zur Bestimmung einer Fläche 
zweiten Grades bloss Tangenten und Normalen gegeben sind (9, 1,5, 53, 1 
Tangenten und 0, 1, 2, 3. 4 Normalen), die Zahl der Lösungen 92 ist. 


Münster i. W., 1883. 





Ueber das Minimum des Inhaltes eines Vierecks 
bei gegebenen Seiten. 


(Auszug aus einem Briefwechsel zwischen Herrn R. Sturm in Münster i. W. und 
Herrn E. Lampe.) 


Münster, den 21. December 1883. 

In $ 11 meines vorangehenden Aufsatzes sprach ich S. 45 die Ansicht 
aus, dass die untere Grenze für den Inhalt eines gemeinen (sich nicht durchschnei- 
denden) Polygons, dessen Seiten gegeben sind, nicht leicht zu ermitteln sein 
dürfte; während des Druckes hat mich Herr Lampe freundlichst darauf auf- 
merksam gemacht, dass sie wenigstens beim Viereck ohne Schwierigkeit zu 
finden ist. Da das Resultat vielleicht doch wenig bekannt ist, so möge 
Herrn ZLampes Betrachtung hier mitgetheilt werden. 

R. Sturm. 


Berlin, den 2. December 1885. 

Aus der letzten Vorlesung von Steiner über diesen Gegenstand weiss 
ich, dass er hierbei solehe Polygone nicht ausschloss, deren Umfänge sich 
schneiden, die also den Inhalt Null erhalten können. Auch die gewöhn- 
liche analytische Behandlung der Aufgabe für das Viereck weist auf die 
Nothwendigkeit hin, solche Polygone in Betracht zu ziehen. 

Sind nämlich die Seiten des Vierecks ihrer Grösse nach geordnet 
a, b, ce, d(a .b ete.) und setzt man die Seiten vorläufig in dieser Reihen- 
folge zu einem (gemeinen) Vierecke zusammen, so wird, falls / (ab) mit 
x, / (ed) mit y bezeichnet wird, der Flächeninhalt F durch die Formel 
gegeben: 


1.) F= Jabsinz+Jcdsiny; 
ausserdem besteht zwischen x und y die Relation: 


2)  a+b’—2abeose = ce +d’—2cdeosy. 
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Nach Differentiation von (1.) und (2.) erhält man für Maxima oder Minima 
des Inhaltes die Bedingungsgleichung: 
sin(r+y) = 0. 

Hieraus folgen mit Rücksicht darauf, dass x und y Viereekswinkel sind, 
die beiden Möglichkeiten : 

0) cs+ty =’n, 

P)  xz-+y = 2n (oder Null, was geometrisch dasselbe ist.). 
Für die Bedingung «) berechnet man aus (1.) und (2.): 

3.)  16FF = (-a+b+c+d)/a—b+c+d)a+b—c+d)/(a+b+c—d), 
für 9) ebenso: 

(4.) 16F’ = (a+b+c+d)\(a+b—c—d)(a—b+ce—-d)—a+b+c—d). 
Man zeigt leicht, dass (3.) ein Maximum, (4.) ein Minimum von F giebt: 
dieses letztere ist natürlich nur dann vorhanden, wenn b+e — a+d ist. 
Das Maximal-Viereck ist das Kreis-Viereck mit coneaven Winkeln aus den 
vier gegebenen Seiten. Das Minimal-Viereck ist (wegen 2+y = 27) ein 
Kreis-Viereck, von welchem zwei Seiten sich schneiden, dessen Inhalt also 
nach der bekannten Definition des Imhaltes solcher Figuren) gleich der 
Differenz des Inhaltes der beiden dabei auftretenden Dreiecke ist. Die 
Form der Ausdrücke in (3.) und (4.) zeigt, dass diese Werthe unabhängig 
von der heihenfolge sind, in der man die Seiten zum Viereeke zusammensetzt. 

Ein anderes Maximum oder Minimum (im analytischen Sinne) existirt nicht. 
(seht man von der Figur des Maximal-Inhaltes aus, so bewirkt jede 
stetige Aenderung der Winkel eine Abnahme des Inhaltes. 
Minimum (b-+-e 


Kxistirt das 
a+d), so kann man das Viereck stetig bis zu ihm über- 
führen und darüber hinaus zurück bis zum Maximum. Existirt es nicht 
(b+e<a+d), so geht das Viereck durch dasjenige vom Inhalte Null (bei 
welehem zwei Seiten sich schneiden) in eins von negativem Inhalte über, 
so dass zuletzt das Kreis-Viereek mit concaven Winkeln auch (negativ) 
als Minimal-Viereck auftritt. 

Öftenbar hat Steiner, um das Prineip der Continuität zu wahren, bei 
dieser Frage diejenigen Polygone nicht ausgeschlossen, deren Umfänge sich 
selbst schneiden. Somit ergiebt denn auch die von Ihnen 5. 45 unten an- 
geführte Formel das richtige Resultat. 


Durch das Prineip der Continuität erschliesst man ferner sofort die 
Antwort auf die von Ihnen in Betreff des Vierecks aufgewortene Frage. 
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Als Grenzfiguren in Ihrem Sinne, durch welche nämlich die „ge- 
meinen“ Viereeke in überschlagene übergehen, treten Dreiecke auf, deren 
Seiten durch zwei der gegebenen Vierecksseiten und die Differenz der bei- 
den anderen gebildet werden. 

Ist b+te -a+d, so sind solche Dreiecke möglich aus 1) a—d, b, e: 
2) a, b-d, ec; 53) a, b, c—d. Bildet man die Differenzen der Inhalts- 
quadrate je zweier von diesen drei Dreiecken, so erweist sich das dritte 
als das kleinste: sein Inhalt ist also die von Ihnen gewünschte untere Grenze: 

(B.) I6F’ = (a+b+e-d)-a+b+ec— d)\(a—b+c—d)(a+b—c+d). 

Ist b+e-_a--d, so haben die möglichen drei Dreiecke die Seiten 
I) a—d, b, e; 2) a—c, b, d; 3) a—b, e, d. Das letztere erweist sich als 
das kleinste, mithin sein Inhalt in diesem Falle als uztere Grenze: 

(6.) 16’ = -a+b+c+d)\a—b+c+d)\(a—b—- c-+d)(a—b- e—d). 

Ist b+te=a+d, so folgt aus (5.) und (6.) die von Ihnen für diesen 
Fall bereits angegebene Grenze Null. 

Es ist mir nieht wahrscheinlich, dass die von Ihnen aufgewortene 
Frage nach der unteren Grenze des Inhaltes für „gemeine* Polygone im 
Allgemeinen zu interessanteren Ergebnissen führen kann, da man, wie Sie 
sehen, im Falle des Vierecks nur zu Grenzfällen gelangt, in denen die 
Vierecke zu Dreiecken werden. 


We 
It) 


Lampe. 


Wir erhalten also als untere Grenze des Inhaltes aller aus vier gege- 
benen Seiten a, b, ce, d (in beliebiger Reihenfolge) construirbaren gemeinen 
Vierecke den Inhalt des Dreiecks aus a—b, c, d oder aus c—d, a, b, je 
nachdem a+d grösser oder kleiner als b-+c ist. Im Falle a+d=b+e ist 
die untere Grenze Null. 

Und in ähnlicher Weise findet man, wenn man sich noch speeieller 
auf die Vierecke ohne convexe Winkel beschränkt, in den beiden Fällen 
als untere Grenze den Inhalt des Dreiecks aus a, d, b+c, bezw. aus b, ce, a+d: 
auch hier ist im Falle a+d=b+e die untere Grenze Null. 

R. Sturm. 
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Ueber Gruppen von Thetacharakteristiken. 


(Von Herrn @. Frobenius ın Zürich.) 


nter den '"T’hetafunetionen At" Grades von o Variabeln, welche 
bei Vermehrung der Argumente um simultane Perioden mit den nämlichen 
Exponentialfaetoren multiplieirt werden, sind genau 4° linear unabhängig. 
Darunter giebt es auch solche, welche bereits den Akten Theil einiger der 
ursprünglichen Perioden zu Perioden haben. Die Anzahl der linearunab- 
hängigen unter diesen ist kleiner als 4 und wird gleich 1 für die Funetionen. 
welche Thetafunetionen ersten Grades mit den kleineren Perioden sind 


erebenen Perioden 


also aus den 'T'hetafunetionen ersten Grades mit den & 
dureh eine Transformation A'" Grades entstehen. 

In der folgenden Arbeit beschränke ich mich (8$ 4 und 5) auf die 
Betrachtung von "T’hetafunetionen zweiten Grades, deren zweites lorarith 
misches Differential ungeändert bleibt, wenn das Argument um wewisse 
halbe Perioden vermehrt wird, nachdem ich zur Vorbereitung ($$S 1—5) die 
aus den '"T’'hetacharakteristiken gebildeten Gruppen untersucht habe. Mit 
Hülfe dieser Funetionen gelangt man zu einer schärferen Einsicht in das 
Wesen der Formeln, welche die Herren Stahl (dieses Journal Bd. 88). 
Nöther (Math. Ann. Bd. 16) und Prym (Untersuchungen über die Riemannsche 
T'hetaformel, Leipzig 1582) auf anderen Wegen gefunden haben. Ich 
bediene mich derselben Bezeichnungen wie in meiner Arbeit „Ueber das 
Additionstheorem der 'T'hetafunetionen mehrerer Variabeln" (dieses Journal 
Bd. 89), die ich der Kürze halber mit T. eitiren werde. 


s1. 

In der folgenden Untersuchung sind zwei Charakteristiken immer 

als gleich bezeichnet, wenn sie mod. 2 eongruent sind. Alle Combinationen 
von y unabhängigen Charakteristiken AR. R,,.... R, bilden nebst O0 eine 


Gruppe R von e= 27 Charakteristiken. Die Zahl ; heisst der Rang. die 
Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 1. 1] 
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Zahl e die Ordnung der Gruppe (dieses Journal Bd. 86, S. 219). Das 
System der y Charakteristiken R, oder irgend ein anderes System von y 
unabhängigen Charakteristiken der Gruppe heisst eine Basis von R. AII- 
gemeiner nenne ich die 27 wesentlichen Combinationen von +1 wesent- 
lich unabhängigen Charakteristiken €, C,,...C, ein vollständiges System & 
vom Range y und der Ordnung e und irgend y--1 wesentlich unabhängige 
C'harakteristiken desselben eine Basis von &. (Vgl. Prym, 1. e. 8. 86). 
Damit ein vollständiges System eine Gruppe sei, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass es die Charakteristik O enthalte. Zählt man zu allen Charak- 
teristiken eines vollständigen Systems eine bestimmte Charakteristik H hinzu. 
so erhält man wieder ein vollständiges System, das ich mit HG bezeichne. 
Die 2’°”Y verschiedenen vollständigen Systeme, die auf diese Art aus einem 
erhalten werden, bilden einen Complex vollständiger Systeme. Unter densel- 
ben befindet sich nur eine einzige Gruppe, die sich ergiebt, wenn man für H 
irgend eine in & enthaltene Charakteristik wählt, und die aus allen Summen 
einer geraden Anzahl der Basischarakteristiken C, C,, ... C, besteht. Sie 
soll die dem vollständigen Systeme & entsprechende Gruppe genannt werden. 

Zwei Charakteristiken A und B heissen syzygetisch oder azygetisch, 
je nachdem A, bB = 0 oder 1 ist. Um von den gegenseitigen Beziehungen 
der Charakteristiken einer Gruppe N eine genauere Vorstellung zu gewinnnen, 
untersuche man zunächst, ob es in X ausser O noch andere Charakteristiken 
P giebt, die mit allen Charakteristiken R,, R,,... R_, von RW syzygetisch 
sind, also den e Congruenzen 


(1.) P,,R =0 G=U1,...c-1) 
genügen. Dazu reicht es aus, dass P die y unabhängigen Congruenzen 
P, R, _ (0) (zZ u Re Y) 


betriedigt. Sind P und P zwei ihnen genügende Charakteristiken, so ist 
auch PP eine solche. Demnach bilden alle Charakteristiken P eine Gruppe 
%. welche ich die syzygetische Untergruppe von N nenne. Sind PP... P,_, 
die a = 2° Charakteristiken derselben, so besteht nach (1.) zwischen je zwei 
derselben die Beziehung 
(2.) P,„Pı\=. 

Zwei Charakteristiken A und B heissen mod. B dquivalent, wenn AB in E 
enthalten ist. Sind A, A’, B, B’ vier Charakteristiken von W, und ist 
A 4A und B== B (mod. P), so ist nach (1.) und (2.): 


“‘ 
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A,B=A4,B. 

Ist @a<Te, so giebt es in MW mindestens zwei azygetische Charak- 
teristiken Q, und Q,. Ist dann P irgend eine Charakteristik von ®, so ist 
PO,0, sowohl mit Q, als auch mit Q, azygetisch. Man untersuche nun, 
ob es in X eine Charakteristik 0, giebt, die mit Q, und Q, azygetisch ist 
und nicht äquivalent Q,Q0, (mod. B) ist; sodann eine Charakteristik Q,, die 
mit Q,. Q, und Q, azygetisch ist: ferner eine Charakteristik Q,. die mit 
0,. Q,, Q; und Q, azygetisch ist und nicht ihrer Summe mod. B äquivalent 
ist 1.8. w. Setzt man dies Verfahren so weit als möglich fort, so erhält 
man / Charakteristiken Q,. Q,. ... Q, der Gruppe N, die folgende Eigen- 
schaften haben: I. Je zwei derselben sind azygetisch, 


(3.) 0,, 0, l Zu). 
Il. 0,0;... Q,,,, ist nicht in WB enthalten. III. Es giebt in A keine mit 
O0, ... Q, azygetische Charakteristik, ausser 
0 = 0,0... Q;, 
wenn > gerade ist. 

Diese Charakteristiken sind (mod. ®) unabhängig, d. h. keine Com- 
bination derselben ist in % enthalten. Denn sei R eine Combination von 
z unter ihnen und zunächst << /?. Ist dann Q, unter jenen z Charakte- 
ristiken enthalten, Q, aber nicht, so ist R, O; z—-1lund R.0, =z, also 
R, 0,0. =1, und mithin ist R nieht in B enthalten. Ferner ist A=0,0....0;. 
wenn 5 ungerade ist, zufolge der Eigenschaft Il., und wenn 9 gerade ist, 
zufolge der Congruenz R, 0, = 1 nieht in E enthalten. 

Wenn es in NR eine Charakteristik R giebt, die sich nicht aus 
01, Q, ... Q,; und den Charakteristiken von ‘$ zusammensetzen lässt, so 
sei etwa 


BR Oi=d, ... IR Q=09 RO.\=h.. IR Q,)=1 


Dann genügen S= ROQ,...Q, und T=RQ,,,... 0; den Congruenzen 
S, 0; Zum 1. T. 0; = D—% (4 1,2 P), 


Der Eigenschaft Ill. zufolge sind daher z—1 und %—z gerade, also > un- 
gerade. Jede der etwa vorhandenen Charakteristiken R lässt sich also 
durch Hinzufügung einiger der Charakteristiken Q, so abändern, dass sie 
den Congruenzen 

4) ıR,Q|= U Geh. 
genügt. Bilden P,, .... P, eine Basis von ®, so kann man folglich eine 


Tu 
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Anzahl den Gleichungen (4.) genügender Charakteristiken R,, ... R, so 
bestimmen, dass sie zusammen mit P,, ... P,, Qı. ... Q, eine Basis von 
bilden. Die Charakteristik Q0=0,...Q, genügt dann nach (1.) den 
Coneruenzen 

VD, P- ), (4 Pe ARE «) 
nach (4) den Congruenzen 
0, R; U, G=1,2..0 


und weil 3 ungerade ist, nach (3.) den Congruenzen 


0,0; () G 


und mithin auch den Congruenzen 9, R =0, wo R irgend eine Charak- 
teristik von X ist. Demnach ist Q in der Gruppe ® enthalten, im Wider- 
spruch mit der Eigenschaft II. Folglich muss d=0 sein, und P,,... P.. 
Ö,... 0; bilden eine Basis von W. Ferner muss 5 gerade sein, weil sonst 
0 mit allen Charakteristiken einer Basis von WR syzygetisch und mithin in 
enthalten wäre. Es ergiebt sich also der Satz: 

l. Die Differenz zwischen dem Hang einer Gruppe und dem ihrer 
syzygetischen Untergruppe ist stets eine gerade Zahl 

Ich will daher 3 dureh 2/5 ersetzen. Jede Gruppe hat demnach 
eine Basis, deren Charakteristiken den Congruenzen 


ss IP, ee Peer Beet 


. x Y;| = 
venügen, und welche ieh eine »ormale Basis nennen will. Ist z.B. N die 
aus allen 2° Charakteristiken gebildete Gruppe, so besteht P nach T. S. 191 
nur aus der Charakteristik 0. Daher giebt es 20 unabhängige Charakte- 
vistiken, von denen je zwei azygetisch sind. 
Da die «+27 Charakteristiken 
ee a 

unabhängige sind, so kann man eine Charakteristik X = Q, >, finden, welche 
den Uongruenzen 


P.. X E P; PIE 417 0;, X 1 (x er ae, 
genügt. Dann befriedigt Q,,,1Pı = Q>;,;, dieselben Congruenzen, und die 


@+2P+1 Charakteristiken P;, ... P. Qı. -.. Qs;,, sind unabhängig. Denn 
bestände zwischen ihnen eine Relation, so könnten in derselben Q;;,, und 


1 
O,;,, nieht beide tehlen, weil die Charakteristiken (6.) unabhängig sind, 


und aus demselben Grunde nicht beide zugleich vorkommen, da Os; ,1 O3. = P: 
ist. Käme aber nur eine von ihnen vor, so wäre diese eine Combination 
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ler Charakteristiken (6.), also, wie alle diese Combinationen, mit P, svzv- 
vetisch, wider die Voraussetzung. 


In derselben Weise kann man P, in eine Summe von zwei azy 


De- 
tischen Charakteristiken 2343 und Qr34: zerlegen, die den Congruenzen 
mr. eu 0, !0, X | (z 
venügen. Indem man so fortfährt, erhält man den Satz: 
Il. Jede Gruppe hat eine Basis 
ne een 
wo O0. ».. Qba,,., unabhängige Charakteristiken sind, von denen je zwei azy- 


getisch sind. 


Drei Charakteristiken A, B, C heissen syzygetisch oder azygetisch. 


je nachdem |A, 5, C == 0 oder 1 ist. Wenn die Charakteristiken zweier 


Systeme A, A,, A, ... und B, B,, B,, ... einander paarweise entsprechen 
A, und B,), und wenn für je drei Paare entsprechender Charakteristiken 


Ari U ve 


ist. und wenn die wesentlichen Relationen zwischen den Charakteristiken 
des einen Systems die nämlichen sind. wie die zwischen denen des andern. 
so heissen die beiden Systeme äguivalent (T. Einleitung). Da 0, A, B I.b 


+ 


ist, so redueirt sich die erste Bedingung, falls ın beiden Systemen die Charakte- 


istiken O und O einander entsprechen, auf die Congruenzen A,. A; BB 
zwischen den unabhängigen Charakteristiken beider Systeme. Sei nun A 
die Charakteristik, in welcher «,=1, v,=0, B, die, in welcher u, —V0. 
v‚,=1 und beide Mal alle andern Zahlen «, und v, Null sind. Setzt 


man dann 
KB DB AR. SEAB. a AAB,.. 
allgemein 
Bi, a aa Bam A Au, ( 


ferner 
r, _— A; +] 9 ... 4 A 
so bestehen zwischen diesen Charakteristiken die Beziehungen (5.). Bildet 


man die Gruppe, deren Basis diese CUharakteristiken bilden, so erhält man 
den Satz: 

Ill. Zu jeder Gruppe von Charakteristiken giebt es eine äquivalente 
Gruppe, in welcher der Charakteristik O wieder 0 entspricht, und welche aus 
allen Charakteristiken besteht, in denen u,, ... U,,5. Yı...7, die Werthe V 


und 1 haben, dagegen Muyszız +++ Hu, Yan. vr, gleich Null sind. 
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$.2. 


Da P,... Pu Qır ».. Q,,; unabhängig sind, so haben die «+27 
Uongruenzen 
XP, =0, X,0Q0| =V% 

2’°”@" unabhängige Lösungen. Zu ihnen gehören die 2“ Charakteristiken 
von ®, und mithin ist 2° > 2« oder 

(1) a+pP—0. 
Addirt man zu allen Charakteristiken von N eine willkürliche Charakte- 
ristik A, so erhält man das vollständige System A = AN. Ist g die Anzahl 
der geraden und h die der ungeraden Charakteristiken desselben, so ist 
g+h = 2° und g-h=&(W), wo W alle Uharakteristiken von A durch- 
läuft. Ist 4Q,= A,, so ist jede solehe Charakteristik W das Produet aus 
einer wesentlichen Combination V der Charakteristiken A, A,, ... Ay, und 
irgend einer Combination U der Charakteristiken von %. Da AV mh 
enthalten ist, so ist nach (1.) $1 

U, AV , 


(£ 


also 
MW) =(UN)= (UL, N= (WW, DW) 
und folglich 
E(W) = (ZU), MEN) 


Nun ist aber 


Z(U)(U, A)= (1+(P,)(P,, A)... (1+(P,)(P,, A)) = 2%s, 


Br ;, 
e 
43 
= 
Br} 

® 
7 
% z 
2 





wo e=1 ist, wenn für4=1, 2,... « (P,))=(P;,, A) oder (AP;) = (A) ist, 
dagegen e=0 ist, wenn dies nicht der Fall ist. Da ferner nach (3.) $ 1 
je drei der Charakteristiken A, A,, ... A,, azygetisch sind, so ist nach 
T. S. 212 

(AA, ... Ay) = (A)(A,) ... (Ay)(—1) 


und daher 
(NV) = (IH A))(1+:CA)). -(A+ilA,))- kA) -iCA))-..-(l-i(A23)), 
oder wenn v der Charakteristiken A, ungerade sind, gleich 


A-) A+ HT — AH AN, 


(B-r)(P—r—)) 


ZN =-(-D 


und mithin 


Folglich ist 





A 


IX 


u 
Iıı 


Le 
un 


de 
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; (B-v) (P-r—1) 
2.) g-h= e(-]) | BR, 
In dieser Formel ist = 1, wenn alle Charakteristiken des Systems U, die 
{ irgend einer von ihnen mod. B äquivalent sind, denselben Charakter haben, 
sonst =. 

Sei y=«+2P und B, B,,... B, irgend eine Basis von U, und sei f 
die Anzahl der Lösungen der Congruenzen 

3.) (XB) = (B,). A=0,1,... 7) 
Dann ist 
A = (1+(B)(RB))(1- (B)(RB,))...(1+(B,)(RB,)), 


wo R alle Charakteristiken durehläuft. Entwickelt man das Produet. so 
ist zunächst F1 = 2°, ferner 

Z&(B, (RB,(B,)(RB,)(B,)(RB,)... = IZ(R)(R, B,B,B....). 

R 


wo & die Anzahl der Charakteristiken B,. B,, B 


b 


bezeiehnet. Ist & 


gerade, so ist B,B,B,... nicht gleich 0, und daher die Summe gleich Null. 
Ist £ ungerade, so ist sie gleich 


(B,B, Bu... )Z(RB,B, ne (BER). 
Daher ist 





zit f = 2r+228(W), 
wo W alle wesentlichen Combinationen von B, B..... B,, d.h. alle Charak- 
teristiken von A durchläuft, oder 


me P4 K; = 2°4+ ze... Pe(--1 


It e=1 und @e+P =o, so ist 


f = @2PT(14+(-1)) ). 
Da den Gleichungen (3.) stets die Charakteristik X=0 genügt. so ist 
f=1. Mithin muss in diesem Falle (?—r)(P—r—1) dureh 4 theilbar sein. 
und folglich ist g—h= +2°. Daher ergiebt sich der (für die Theorie der 
linearen "Transformation wichtige) Satz: 


IV. Ist g die Anzahl der geraden und h die der ungeraden Charak- 


7 


teristiken eines vollständigen Systems, so liegt g—h zwischen den Grenzen + 2° 
und — 2°” und ist stets eine mit 1, V oder —1 multiplieirte Potenz von 2, 
deren Exponent die halbe Summe des Ranges der dem System entsprechenden 


Gruppe und des Ranges ihrer syzygetischen Untergruppe ist. 
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Ich habe T. 5.196 gezeigt, dass die 2° Charakteristiken eines Göpel- 
schen Systems entweder alle gerade, oder zur Hälfte gerade und zur Hälfte 
ungerade sind. Im letzteren Falle bilden die ungeraden Charakteristiken 
für sich ein vollständiges System, in dmg=0, h = 2°”, also g—h= —2°" 
ist. Im ersteren Falle ist für das gesammte System g=2%, h=0, also 
g—-h=+2°%. Die beiden oben für g—h gefundenen Grenzen sind also 
venau. Da 

2! f = 2°+2%(g—h) 


ıct 


ist, so liegt die Anzahl der Lösungen der Congruenzen (3.) zwischen 2° 
und 2% 77° 


3. 
Gegeben sei eine Gruppe B von » = 2’ Charakteristiken P,.P.... P 


von denen je zwei svzygetisch sind. Wir bestimmen dann alle Charakte- 


n—]1* 


ristiken, die mit jeder Charakteristik von B syzygetisch sind. Bilden P,,... P, 


eine Basis von ®, so ist dazu nothwendig und hinreichend. dass eine solche 
Uharakteristik den » unabhängigen Congruenzen 
&,; 0 a=12...n 

senügt. Ihre Anzahl ist daher 2°” und sie bilden eine Gruppe, von der 
1 eine Untergruppe ist. Betrachtet man also zwei Lösungen nicht als 
verschieden, wenn sie mod. PB äquivalent sind, so ist die Anzahl der ver- 
schiedenen Lösungen 27”, oder wenn man 

(1) e=v+o 
setzt, 2°. Sind Q und R zwei dieser Lösungen, und ist 

0=0, R=R (mod. %), 

so Ist 

0, R 0, R'\.. 

Zählt man zu allen 2° Lösungen eine Charakteristik A hinzu, so 
erhält man ein vollständiges System WA, dessen Charakteristiken den Con- 
eruenzen 
| 2) (XP) = (4A, P)) Ge 
venügen. >Nind B, C, D irgend drei derselben und B’, €’, D’ ihnen mod. % 
äquivalent, so ist 

B,C,D = B, C', D!\ 


Setzt man (A. P,)=&,, 80 Ist 
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(3) &,=8,8, wem P,=P,P, 
ist. Dagegen können &,,...e, willkürlich gleich +1 oder —1 angenommen 
werden. Denn man kann immer A so bestimmen, dass es den v unab- 
hängigen Congruenzen 
(A, P;) u €, (i=1,2, ...v) 
genügt. Das vollständige System A wird dann von allen Lösungen der 
Congruenzen 
(4.) (A, P;) = & (d=V0,1,... n—1) 
gebildet. Unter den so erhaltenen vollständigen Systemen ist besonders 
das bemerkenswerth, in welchem &,=(P;) ist. Da (P,, P) =+1, also 
(P,P;) = (P.)(P;) ist, so ist diese Annahme mit den Relationen (3.) ver- 
träglich. Aus den Gleichungen 
(X, P)=(P,) oder (XP)=(X) 
folgt, dass alle Charakteristiken .dieses Systems V, die einer unter ihnen 
mod. ® äquivalent sind, denselben Charakter haben. 
Sind unter den mod. 3 verschiedenen Charakteristiken eines solchen 
Systems U g gerade und h ungerade, so ist g+h= 2" und 


— 


2”(g-h) = Z(R)(I+(R, Pı)(P,))...(1+(R, P,)(P,)), 


e 
wo R alle Charakteristiken durchläuft. Irgend ein Glied des entwickelten 
Produetes hat die Form 


(RR, PJ(PJ(R, P;)(P,)R, P,(P,)... = (RP,P;P, ...). 


/ 


Da 
= (RP,P,P,...) = 2° 
und die Anzahl der Glieder des entwickelten Produetes 2” ist, so ist folglich 
2 (gh) = 27 
oder 
6.) gh = 2°, 
also 
6.) g9=2,"2H1), A=2r12°-1) 


\ "ii 
Ebenso gross ist die Anzahl der o-reihigen Charakteristiken, die 
oder ungerade sind. 
Durehläuft S die mod. ® verschiedenen Charakteristiken von WU, so 
ist also 


gerade 


(7)  Z(S) = 2. 
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Durchlaufe ferner P die Charakteristiken von ® und sei 
[= Zu, PS), 
wo H irgend eine Charakteristik ist. Dann ist 
2>’f = Z(H, R)(1+(R, PP)... (1+(R, P,)(P,)). 
Irgend ein Glied des entwickelten Produetes ist 
(R, HP,P;P,...)(P)(Pa(P,) .--- 
Nun ist aber 
(PJ(Ps(P,)..- = (P.PsP,.-.) 
und 
=Z(R, HP,P,P,...) = 2°, 
wenn 
He PPFP, sur 
sonst aber gleich Null. Daher ist f=0, wenn H nicht in ® enthalten ist, 
sonst aber f=2"*”(H). Gehört H der dem System U entsprechenden 
Gruppe an, ist also 4 (mod. ®) der Summe einer geraden Anzahl der 
Charakteristiken von A äquivalent, so ist (HA, P)=1. Mithin ist 
8) ZH, S=0, Z(P,S) = 2"(P), 

wenn H nicht in % enthalten ist. 

Besteht die Gruppe ® nur aus der Charakteristik O0, so gehen die 
Formeln (7.) und (8.) in die Formeln T. S. 191, (10.) und (11.) über. Alle 


Pi 


ln 


daselbst entwickelten Eigenschaften der Charakteristikensysteme sind dort 
aber aus diesen beiden Sätzen abgeleitet worden, und lassen sich daher 
auf die mod. ® betrachteten Charakteristiken von X übertragen. Speciell 
oiebt es in A Fundamentalsysteme von 20-++2 Charakteristiken, deren Summe 
0 (d.h. in % enthalten) ist, und von denen je drei azygetisch sind, und 
über die Anzahl dieser Systeme bei vorgeschriebenen Charakteren gelten 
die T. $5 entwickelten Sätze. 
Für o= 1 bilden die 2°” = 4 Charakteristiken von V, von denen 1 \ 
ungerade und 3 gerade sind, ein Fundamentalsystem. Für o=2 bilden 
die 6 ungeraden Charakteristiken, die sich unter den 16 Charakteristiken 
von X befinden, ein Fundamentalsystem, d. h. die Summe von je drei der- 
selben ist gerade. Für o=5 befinden sich in einem Fundamentalsystem | 
Mi Me rn A 


vaden Charakteristiken ist gerade, dagegen sind, wenn «@ und 5 verschieden 


- entweder 3 oder 7 ungerade. Die Summe @ dieser unge- 


sind, die 28 Charakteristiken @A,A, sämmtlich ungerade. F 
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s.4. 

V. Ist p(u) eine Thetafunction zweiten Grades, welche sich bei Ver- 
mehrung des Arguments um ganze Perioden ebenso ändert wie F | A\(u), ausser- 
dem aber die halben Perioden P und VO zu Perioden hat, so sind die denselben 
entsprechenden Charakteristiken syzygetisch. 

Unter einer Periode einer T'hetafunetion verstehe ich hier ein Grössen- 
system, welches für das zweite logarithmisehe Differential eine Periode (im 
gewöhnlichen Sinne) ist. Nach der Voraussetzung ist, wenn 


u. > (Ve. do\ 
I u 2 * ) m \ be 
F ( ee Le u), / 


KM, + Mn M, 
ist 
| ( " mir gug2niätgpvarß , \ 
p(u+2P) = e ga). 
2Za.u 
Y (u+P) = ce g(u), 


wo c, a, Constanten sind. Ersetzt man in der letzten Gleichung « dureh 
a+P, so erhält man 


2P) = de tat tt 


gu 
und daher ist 


Aa — —2niv,. C — | Pe < «n 


wo YP eine der beiden Quadratwurzeln aus (P) bedeutet. Demnach ist 


em IN. 
— 2 SV U—  STupVV; 
/ N N er N 
p(utP) = VPe va). 


} ® ” ’ ı7ı v N ! 
— ni Sy, Us— 5 STuBVavı 


y(a+Q) = V0e . vu). 


— 2ni2(v, +V,)u— Stv. + Vvu)(ra+ v5) 


r\ [Fi l “/\ 


y(a+PQO) = IPVe ” pn). 
Vermehrt man in der ersten Gleichung # um 0, so findet man 
irı 


— ?nis(v.+ Vu — — Itup(v 


) 
‘ GP\ 


UN/a „f 
a 1 V«) Va--VR 


EB ' } 


- 


pP | 
y(u+PQV) = (0)) PYOe a). 


Durch Vertauschung von P und Q ergiebt sich daraus 


()=(5) oder (P,Q) = +. 


Ferner folgt aus den beiden letzten Gleichungen 
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PO = PVO(g)- 
(uadrirt man dieselbe, so erhält man (PO) = (P)(Q) oder (P, Q) = 1"), 


2 ' \ t . u . - . 

Wenn also eine Thetafunetion zweiten Grades gewisse halbe Peri- 

oden zu Perioden hat, so bilden die entsprechenden Charakteristiken eine 
Gruppe, von deren Elementen je zwei syzygetisch sind. Ist B eine Gruppe 


von derselben Art, wie im vorigen Paragraphen, so verstehe ich unter YP, 
(@e=1,2,... v) eine beliebige der beiden Wurzeln aus (P,) und unter 


VYP,PzP,... den Ausdruck YPYP;VP, ... HYDE 
Y Y 





Nach T. S. 198 ist dann auch, wenn « und ? irgend zwei der Indices von 
von OÖ bis n—1 bezeichnen, 
PP, = vP.vp,(®*) 
(1.) YP.P, = VP.VP,(7}) 
Speeiell ist, wenn A,=0 ist, Yu, =+1. Ist YP, @&A=0,1,...n-1) ein 
den Bedingungen (1.) genügendes System der Wurzeln und 3= +1, so 


u u h 
genügt ihnen auch &YP,, falls 


(2) &% =, wenn PP, = P.,. 
Man kann also, wenn A eine beliebige Charakteristik ist, &, gleich (A, P,) 


oder >) oder (P,) setzen. Das Product I[A](u+e)9[ A](u—e) bezeichne 


ich (T. 8.193) zur Abkürzung mit $[A](a+e)(a—v) oder noch kürzer mit 
9[A](w,v). Ich betrachte nun die Summe 


PN VB gr. 

(3.) Z(  )VP9LAP,](, v) = p[A](w, v). 
Dieselbe ist eine T’hetafunction zweiten Grades von x (und von vo). Ist 

[DV ... V 
P,=|. °), 
" \n, er ki. 

und vermehrt man x um die entsprechende halbe Periode (T. S. 192), so 
erhält man 

Au+P,, 0) = 42 })(5*, )VPı9[AP;P,]C 

f [- j@+ Tl Ze Ir< (4 pP, A)! 4 [+ U.) U, v), 


wo 


*) Sind P und Q azygetisch, so muss eine Thetafunction, die P und Q zu 
Perioden haben soll, mindestens vom vierten Grade sein. 








Frobenius, über Gruppen von Thetacharakteristiken. 


.- 
— 

... 

-- 


ist, also nur von a und P,, aber nieht von e, A, der Gruppe ®. und dem 
Vorzeichen der YP, abhängt. Ersetzt man in der letzten Summe P, dureh 
P,P.. so wird dadurch, weil ® eine Gruppe ist, nur die heihenfolge der 
Summanden eine andere, und man erhält 


P; 
3» D Ni BEE A 
az, N I “ YP,P, 9[AP](n, ©) 
oder nach (1.) 
>: /Pı :arımı/ \ 
2.(PJVP,zZ( )YP,9LAP,\(u, o). 
Demnach ist 
(4) gy[Allu+P,,e) = (PVP, plA\(u, 
Sei jetzt p(a) irgend eine T'hetafunction zweiten ie von a, welche sich 
bei Vermehrung von « um ganze Perioden so ändert, dass ya): FI Alu) 
ungeändert bleibt, ausserdem aber bei Vermehrung um die halben Perioden 


der Gruppe B so, dass (a): y[A)(a, e) in sich selbst übergeht. Dieselbe 
genügt also den Gleichungen 
y(u+P,) = z,(P)VP,y(w) = 0,1,...n-1), 
Zu den » wnabhängigen Charakteristiken P,,.... P, kann man 
o-v = 0 unabhängige Charakteristiken Q,, ... Q, so bestimmen, dass je 
zwei dieser o Charakteristiken syzygetisch sind (T. $ 2.). Sind dann Q,. 
0, ... Q,_, die s=2° Combinationen von O, ... Q,, so bilden die 2° Cha- 
rakteristiken P,Q,(@=0,1,...n—1;9=0,1,...s—1) eine Göpelsche Gruppe. 
Daher sind die 2° Funetionen | P,0;|(a, ve) linear unabhängig, und mithin 
lässt sich g(«) aus ihnen linear zusammensetzen 


y(u) = &c,.s$[P.0;](u, v), 


a@,p 
’ 


wo die Üoeffieienten e,,; von « unabhängig sind. Vermehrt man « um P,, 


so erhält man 
Dt Aal y ' > > E 
ya) = Z Cu; (2 BP 3[P,P,Q:\(u, ©, 
und indem man alle diese a zusammenzählt, 


sw) = Z,6lp,6,)VP9TP.PQ3]Q o) 


Rs 


Ersetzt man P, durch P,P,. so findet man 
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yW)= Io; er SICPAVP, YP,9[P,0;](u, ©), 


oder wenn man 


in =, YP, = sl; 


setzt. 


va) = 20,(z( oVPx9 0; P,) (u, ®)) 
oder | 


ya) = ZC,y[Q;|(u, ev). 


Die s Funetionen $[Q;](w, e) der Variabeln # sind von einander unabhängig. 
Denn eine lineare Gleichung zwischen ihnen wäre eine solche zwischen 
den 2° Funetionen $[P,0;)(a, ve). Demnach lassen sich alle Funetionen 
y(u) von den oben angegebenen Eigenschaften aus s unter ihnen, die von 
einander unabhängig sind, linear zusammensetzen, und folglich besteht 
zwischen je s+1 dieser Funetionen eine lineare Gleichung mit eonstanten 
Coefficienten. 


SD. 
Ist R irgend eine Gruppe von m = 2“ Charakteristiken AR. R,, R.,.. 
so bilden die 2°“ Lösungen S,, S, S.. ... der m Congruenzen 
R, X = 0 
ebenfalls eine Gruppe ©, welche die der Gruppe R adjungirte Gruppe heisst 
(Prym, l. e. 8. 87). Die den Gruppen R und © gemeinsamen Charakte- 
ristiken bilden die syzygetische Untergruppe von NR sowohl wie von ©. 
Sind A und B zwei beliebige Charakteristiken, so heissen dann U = AN 
und 3 = BS adjungirte vollständige Systeme. NVieselben sind Aiich 
charakterisirt, dass jede Summe einer geraden Anzahl der Charakteristiken 
A, A, A, ... von A mit jeder Summe einer geraden Anzahl der Charak- 
teristiken DB, B,, B,, ... von ® syzygetisch ist, also speciell 
A,A;, B,B, = 0 
ist, und dass sich ihre Rangzahlen zu 20 ergänzen. Für zwei solche voll- 
ständigen Systeme hat Herr Prym (l.e. 8.87) die Relation entwickelt 


2: >&(BA,)9[A,)\(u, o)ITA,)Ww, ©) 
a) 1 _ 


(AB)Z(AB,)9[B,]\(u, e)9[B,)|(w, ve). 
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Ist B eine Untergruppe von R, deren » = 2” Charakteristiken P,, P,,... P 
mit jeder Charakteristik von N syzygetisch sind, so ist B auch eine Unter- 


n—| 


gruppe von © mit derselben Eigenschaft. Wählt man ferner A und B 
so, dass 


Ab, P, 0 G=4 1...) 
ist, so ist auch für je zwei Charakteristiken von A und 3 
(2.) A, P; B;, P,\. 
Durchläuft A,(@«=0, 1, .... 2“”—-1) und B,(«e=0, 1, .... 2°=“>—-1) nur 


die mod. B verschiedenen Charakteristiken von A und DB, so sind A,P, 
und 5,P, alle Charakteristiken dieser beiden Systeme, und demnach lautet 
die Formel (1.) nunmehr 

2" 3(BA,P,)$[A,P;)\(u, e)9[A,P;](W, ©") 


u,% , 


= (AB)Z(A B. P,)9[B,P,\(u, ®)9[B,P;](w, ©). 


Vermehrt man «= um P,, so erhält man 


P, 


2" 32(BA,Pı)(, > 


)ITA.P.]Q, O)ITA.P,P,]@, ©) 


= (AB) (AB, P)(,” 


BJ) 9TB.P]Q, $)ILB.PıP.]a, ı 
Us [04 


Multiplieirt man diese Gleichung mit YP,, summirt nach z von O0 bis »—1 
und ersetzt dann P, durch P,P,, so findet man 





Jo-uyW/ DR Y yv/’n af P \ > ı > 1/7 , vw P,\ > ı u % ' N 
2° =(BA,) <= (DA, P,)\ A, VP,3|AP;](u, ve, | <S\ , JYP,3[A,.P.](w, 


» sA, 
= (AB)Z(AB,)| 2(AB,, P))( 2 JVP9[B,P;\u, e)] [= > WP,9TB.P.\w',o) |. 


Nach (2.) it (BA,,P)=+1 und (AB, Pı)=+1. Ich ersetze 
ferner « durch u-+r, Knsbicheie also im Folgenden mit « nur die Anzahl 
der mod. ® unabhängigen Charakteristiken von W. Dann ist 


mg > B. A.) Y F 1.|(u, DR f [A.|(w', 2 


(L 


(3 \ | 
T .) 1 4 "4 ! 
|= (AB) Z(AB.) p[B.]u, e)pLB.]QW', © 


Speciell ergiebt sich für «= 0 (und Abänderung der Bezeichnung, 


(4) 2’y[Al(u,v)py[Al(u,e) = Z(AA,)y[A.](u, vo )y[A,](w, v). 


104 


Hier bedeutet A irgend eine Charakteristik, und A, durchläuft das System 
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der 2° mod. % verschiedenen Charakteristiken, welche für alle Werthe 
von @ und 4 den Congruenzen 'A,,P, = A, P, genügen, also ein System, 
wie es in $ 3 untersucht ist. Für o=o geht diese Formel in die über, 
welehe Herr Prym die Riemannsche Thetaformel genannt hat. In ähnlicher 
Weise, wie aus derselben die Gesammtheit der Thetarelationen abgeleitet 
werden kann, lässt sich die Formel (4.) benutzen, um die Relationen zwi- 
schen den Funetionen p[A,](a, e) zu gewinnen, und es geht daraus hervor, 
dass diese von ähnlicher Beschaffenheit sind, wie die Relationen zwischen 
den 'T'hetafunetionen von o Variabeln. 


$ 
Für # = 0 ist die Gruppe I der 2° Charakteristiken P, eine Göpelsche 
(Gruppe. Setzt man 
ZI)P,I[AP,\(u,e) = ylu,e), 
so besteht nach $ £# zwischen g(a, ev) und y(a,e) eine lineare Kelation 
ya,e)= cey(u,e), wo e von v« unabhängig ist, und mithin ist (vgl. T. S. 200) 
1) gav)g(w,ec) = ylu,v)ylu,ov). 


Für o=1 kann man nach $ 35 zu der Gruppe ® der 2°” =» Cha- 
rakteristiken P, stets eine und mod. % nur eine Charakteristik A so be- 
stimmen, dass die r» Charakteristiken AP, sämmtlich ungerade werden 
vel. T. S. 196). Nach $ 4 besteht dann, wenn 

p(aa,e) = ZVP,9| AP; \u,e) = —g(e, u 
gesetzt wird, zwischen den drei Funetionen g(w, e), ga, ev) und y(w, ve) eine 
lineare Relation, deren Coefficienten von # unabhängig sind. Die Verhält- 
nisse derselben findet man, indem man der Reihe nach vw=ev, ® 
und erhält so die Formel 


.®v Setzt. 


2) Ya,vo)y(o,e)+ylu,e)ylo,v)+ylu,e)pyle,ev) =. 
Giebt man in dieser Gleichung den YP, alle möglichen Werthe und 
summirt die so erhaltenen Relationen, so findet man nach T. 5. 200: 


= (P)[ITAP;)(a-+e) a—e) e+e)(e 


| 
(3.) | +9 AP, (a+e)u-e)(e +e) (e —e) 
fi > f TG u sum (aLa”"N ( ar En). 
+3 AP, \(a+e)a-e”)(e-+e) e-e)] =. 


Für o=2 giebt es sechs mod. ® verschiedene ungerade Charakte- 
ristiken A,. ... As. für deren jede auch die » = 2°” äquivalenten Charak- 

















Frobenius, über Gruppen von Thetacharakteristiken. 97 


teristiken A,P, sämmtlich ungerade sind ($ 3). Die Summe von drei ver- 
schiedenen unter ihnen ist gerade und die Summe aller sechs äquivalent 0. Ist 
(4.) A — A, A,A,; - A,A,; As 
so bilden AP;, A,P;, A,P;, A,P, ein vollständiges System vom Range o 
und AP,, A,P;,, A,P;, AsP, ein adjungirtes System. Nach Formel (3. 
$5 ist daher 
3 3 ! 
3,(AA)y[A.](w, e)py[A.\wW, v) 
= I[A]a, v)pLAa, + EKAA IFA] O)pLA.]W, Do). 


"= 


Setzt man e =w, so verschwinden die Funetionen p[A.|(w,®) (« = 4,5, 6), 
und man erhält (in abgeänderter Bezeichnung) 
(3.) y|Al(w, w)p|Al(u,v) = =u(A, A,)y[A.](u, w)p|A.)(e, w). 


Um ein System von Charakteristiken zu construiren, wie es hier voraus- 
gesetzt wird, nehme man ein beliebiges Fundamentalsystem von 20+2 Uha- 
rakteristiken H,,.... H,, R,,... R, 
Summe aller ungeraden Charakteristiken desselben. Ist R,S,=P,., so 
bilde man die Gruppe ®, deren Basis P,, ... P,_, bilden. Setzt man dann 
KR,... R,»=@, so sind GH, = A 


die Summen von je drei derselben, die ich A-, As, ... A, nennen will, 


» 8... 8, und bezeiechne mit K die 


0 


. „ sechs ungerade Charakteristiken, und 


die zehn dazu gehörigen geraden Charakteristiken. 

Für e=2 geht die Formel (5.) in das bekannte Weierstrasssche 
Additionstheorem für die hyperelliptischen Functionen über. (Königsberger. 
dieses Journal Bd. 64, 5. 27). Wählt man in derselben an Stelle der drei 
ungeraden Charakteristiken A,, A,, A, die drei anderen A,, A;, As. s0 
bleibt nach (4.) die Charakteristik A ungeändert. Daher kann man aus den 
beiden Formeln die Differenz 

p[Al(w, w)p| Al(u,e)—y Alu, w)p[Al(e, w 
eliminiren und erhält 
=1(4, A,)Yp[A.](u, w)y[A.\(e,w) = 2&7(A, A.)p[A.])(w, w)y |A.\(e, w). 
Aus der Gleichung 
(A,, As, A,) = (Au, Ad)(As, A,) (As; A) = —1 
folgt 
(A, A) = —(A, A)(A1, A), (A, A) = (A, Ar)(A,, Ar). 


Demnach kann man die obige Formel auf die Gestalt 
Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 2. 
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(6.) Sie, y[A,\ (u, w)p[A,|(e,w) = 0 
bringen, wo die Verhältnisse der Grössen e, durch die Gleichungen 
@G) 8=1 &8=-(A.4,) («+ #) 

bestimmt sind. Noch einfacher 
Formel (4.), $ 5 

4p[A,\(u, e)y[A,|(w, eo) = (A, A,)Y [A,\(a, ev )p[A,.\(w, o). 
Vertauscht man « mit vo und subtrahirt die neue Gleiehung von der ur- 
sprünglichen, so heben sich rechts die zehn Glieder, in denen A 
ist, und man erhält 

2(4LA]W DpLA]@a, oe) PLA“, WIpLA]L, ©) 
= z(A, A,)Yy[A.) (u v)p[A,]@W, v). 


gelangt man zu dieser helation mittelst der 


„ gerade 


Setzt man hier e =e', so findet man die Formel (6.). Giebt man den YP, 
alle möglichen Werthe und summirt die erhaltenen Gleichungen, so ergiebt 
sich die von Herrn Prym (l. e. S. 106) entwickelte Formel 

8) (es )(P)9TA, Pu, w)9[A,P,]e,w) = 0. 


Für o=53 besteht % aus 2°’ =» Charakteristiken. Sei, wie am 
Ende des $5 A, A,,... A- ein Fundamentalsystem von acht Charakteristiken 
und @ die Summe aller ungeraden unter ihnen. Nach $4 besteht zwischen 
den neun Funetionen g[@](w, e), g[A.|\(w. w) eine lineare Relation 
cy|@])(u, v) = 20.9 [A,|(u, w). 


Setzt man = w+QGA,, so verschwinden rechts alle Glieder mit Aus- 
nahme von einem, und man erhält unter Berücksichtigung der Beziehungen 
(A,, P;) = (P;) und (@, P,) = (P,) 

c(@, A,)plA;|(®, w) = c;y|@])(w, w), 
und mithin (7. 8.218, (6.)) 


9)  g[@l(w, w)py[@\(a,®) = &(G, A,)y[A. (u, w)gy 





A,|(e, w). 


Daraus ergiebt sich wieder durch Summation über alle Werthe der YP,; 
(T. S. 219, (9.)) 


(P)YLG@P,) Od) Zw) a+v)(u—v) 


|= &£(6, A,)(P,)I$[A,.P;]\(u+w)(ua- w)o+w)e—w). 


@,d 


(10.) 


Um das eben betrachtete System von Charakteristiken herzustellen, nehme 
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man (vgl. Stahl, dieses Journal, Bd. 85) ein Fundamentalsystem R,,... R,_,. 
Sy... S,-,, Hu, Hi, ... H,, in dem K die Summe aller ungeraden Cha- 
rakteristiken sei, setze R,S, = P, und wähle P,,... P,_; als Basis der 
Gruppe %. Ist dann 

KR,... R,=G, GHH,= A, 
so sind die Charakteristiken @P, alle gerade, die Charakteristiken @4,A3P; 
(@a+P) alle ungerade, und es ist 


[E 


f N 
(A, D F 1) a A fi “ 


also sind die oben geforderten Bedingungen sämmtlich erfüllt. 


Zürich, April 1883. 











Ueber Thetafunetionen mehrerer Variabeln. 


(Von Herrn @. Frobenius in Zürich.) 





\ ie in meinen Arbeiten Ueber das Additionstheorem der Theta- 
functionen mehrerer Variabeln (dieses Journal Bd. 89) und Ueber Gruppen 
von Thetacharakteristiken (dieser Band S. 81), die ich der Kürze halber 
im Folgenden mit T. und U. eitiren werde, bezeichne ich das System der 
o Variabeln vo, o”, ... © einer T'hetafunction mit einem Buchstaben © 
und das System der halben Perioden 


lu +48 7,7V5; Iw.+437,7;, ee 34, +3 ST aV 8 
p Pr ’ 


> op 
mit einem Buchstaben R. Die diesem System entsprechende Charakteristik 
bezeichne ich ebenfalls mit 


0% y 
R= (ı Pr” 
u, u, BE n 


2rı el) 4 yu a) (nt iv JtinZ7, any + Ir a) (ngt 37 4) 
H{R]E) = Ze / 


so dass also 


ist. Istr= 2° sind A, B, C, ... die r® verschiedenen Charakteristiken, 
Cs Ups os .. ebenso viele Parameter und %, ... %,_1, Cr +». ©, ı 2r un- 
abhängige Variabelnsysteme, so zerfällt die Determinante rten Grades 

E27 3[R](u.+%;)9[R] (uU.— 95) (0, B=1,1,...r-1), 
wo R alle r’ Charakteristiken durchläuft, in zwei Factoren, von denen der eine 
nur von den Variabeln «, und e;, der andere nur von den Variabeln x, abhängt. 
Der letztere ist eine ganze, ganzzahlige homogene Function rten Grades 
von r’ Variabeln x,, deren Eigenschaften mit denen der Charakteristiken 
in der engsten Beziehung stehen. Die Untersuchung dieser Funetion bildet 
den Hauptinhalt der folgenden Arbeit. 


$1. 
Die Anzahl der linear unabhängigen Thetafunetionen zweiten Grades 
von ge Variabeln, welche bei Vermehrung der Argumente um simultane 
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Perioden mit den nämlichen Exponentialfaetoren multiplieirt werden, ist 
Eee 
Setzt man, wenn F(u) irgend eine der r’ 'Thetafunetionen ersten Grades ist, 
Futve)Ilau—o) = u, o), 
so besteht daher, wenn m >r ist, zwischen den m Funetionen 
Fu, ©) B=0,1,... m-i) 

mindestens eine Relation Ie,;$(w, v;) = 0, deren Coeffieienten e, von a un- 
abhängig sind. Setzt man in derselben für # der Reihe nach die m Werth- 
systeme %,, %, ».. %,_, ein, so erhält man m Gleichungen, aus denen folgt, 
dass die Determinante mten Grades 

(2.) Illu, 9%)! = 0 (a, ß=0,1,...m-1; mr) 


ist. Ist (u) eine ungerade Function, so ist Y(u,e)=—%(v, u). Folglich 
ist die Determinante (2.) für «,=v, eine alternirende, also, wenn m gerade 
ist, das Quadrat einer Pfaffschen Funetion. Ich bezeichne, wenn t,;= —t;,, 
t.. = 0 ist, mit £,,° diejenige Quadratwurzel aus der Determinante paaren 
Grades |f,;., in deren Entwicklung das Glied t, tu, ... £ den Coeffi- 
cienten +1 hat. Dann ist 

3.) Ida, =. 
Diese Formel ist für den Fall m =r-+2 von Herrn Weierstrass (Sitzungsber. 
d. Berl. Akad. 1882, 5. 505.) angegeben worden. 

Die Determinante rt" Grades 
(4.) F[Al(u,, 07 (a, B=V,1,...r—l) 


ist für unbestimmte Werthe der 2r Variabelnsysteme «,, e; von Null ver- 


m— 1.m 


schieden. Um dies zu zeigen, betrachte ich » Charakteristiken P,, P\. ... P,_ı. 
die eine Göpelsche Gruppe ® bilden (T. $ 2), und setze in jener Determinante 
“w„=u+P, %%=v+P;. 

Dann geht sie, abgesehen von einem (nicht verschwindenden) Exponential- 

factor in 


5) (P)SLAP. Po) 


über. Ich definire die Wurzeln YP, aus den Charakteren (P,) in derselben 
Weise, wie T.$2,S.198, also so, dass 

(6) YP&P, = YPYP(z) 
ist. It,=+1 4=0,1,..r—1) und 
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1) ,=8&8%, wenn P,=P,P; 
ist, so stellt 8) P, alle r jenen Bedingungen genügenden Systeme der Wurzeln 
dar, falls YP, eins unter ihnen ist. Nun giebt es aber stets r Charakte- 
ristiken, die den r Bedingungen (P;, X) = &, unter denen nur eo unabhängig 
sind, Genüge leisten. Dieselben werden aus einer unter ihnen erhalten, 
indem man zu ihr alle Charakteristiken von ® addirt, oder sind einander 
(mod. B) äquivalent (U. $1). Sind also Q,, OL, ... Q,_, die r (mod. ®) 
verschiedenen Charakteristiken, so stellt 
(8.) Pi” = (O; P,)VP, alt ars 
für die verschiedenen Werthe von x alle r Systeme der Wurzeln dar. Da 
nach T. S. 201 
(9.) =(0., P,P;) = r oder 0 

ist, je nachdem P,=P, ist oder nicht, so ist die Determinante rten Grades 
‚P'®\ von Null verschieden. 

Setzt man mit derselben die Determinante (5.) zusammen, so erhält 
man die aus den Elementen 

z()Pw9[AP, P,]u, e) 
P; l. e. a at 
gebildete Determinante rten Grades. Ersetzt man (vergl. T. 5. 199) in dieser 
Summe P, durch P,P,, so findet man 
PP= P’9TAP,]\(u, e). 

Mithin ist jene Determinante gleich 


'P\PI.II(EPPILAP;]Ku, v)), 


und, wenn man mit P. wie T. S. 205, ein über die r verschiedenen Werth- 
systeme der Wurzeln YP, erstrecktes Product bezeichnet, so ist folglich 

10) (FP)9LAap. Pa, e) = PLEVP,9TAP]Q, v)) 

P; ar p »Y : 7 fi D . 
Nun ist aber, weil zwischen den r’ T’hetafunetionen ersten Grades keine 
Relation besteht, 
=Z1P,9|AP;|(u, e) 

für unbestimmte Werthe «, oe von Null verschieden (T. S. 199) und zwar 
auch dann, wenn die Parameter 7,, irgend welche bestimmte endliche Werthe 
haben. Ferner ist auch für «=» der Ausdruck 
ZYP,9[AP;](u, u) 
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von Null verschieden, weil die Grössen $[AP,|(0) (für unbestimmte Werthe 
der Parameter z,;) nicht sämmtlich verschwinden können (T. S. 196). Daraus 
folgt, dass nieht nur die Determinante (4.), sondern auch die speecielleren 
Determinanten 

3[Al(u,,u;)| und 9[AP,)\(u, v5) 
von Null verschieden sind. 

Folglich sind die r Funetionen 9[A](w, v;) der Variabeln « für will- 
kürliche Werthe der Constanten ®, ®,, ... ®©,_, von einander unabhängig, 
und daher lässt sich jede andere Thetafunction zweiten Grades g(w) auf 
die Form 

Yu) = Zc;I[A]u, v; 


bringen. Soll sie nun für die Werthe « = a. %.. ... u,_, verschwinden, so muss 


Sc;I|Al(w,v;) = I 
sein, und mithin ist 
p(u) = c I A\(u,, ve; 


wo e von u unabhängig ist. Ist C eine ungerade Charakteristik, so ist die 
Pfaffsche Function 

FC] (u 
eine solehe Function. Daher ist der Quotient 


310] (Uus v5) ’ 3+[C] (u,; ya 


\ 8 
Us), 


a» 


von a unabhängig. In derselben Weise ergiebt sich aber, dass er auch 
von %, %, ... a,_, unabhängig ist. Um ihn zu bestimmen, kann man also 
“=, ... U, =v_, Setzen und erhält so die Formel 


/ 


; \ art; FEN U BE gm YHII/% 
(1 h.) Il IUus ©; == |9 K KU, U . 3 I\%,, Ua). 


r; 


da 


Vermehrt man die Argumente «a, alle um dieselbe halbe Periode 
AC, so ergiebt sich 


HA] 09)| = (A, O7 ITCTa, u) "I PTCKO 0) 


»r/ 
Daher hat, wenn o >1 ist, 
(12.) 3[TA](u,, e)| = Y[B](w, v5) (e 1) 


für alle Charakteristiken denselben Werth. Dagegen findet man für oe = | 
durch zweimalige Anwendung der obigen Formel 
(13) |9[A]@, 09! = -(AB) 9[B]a, 0; = 


vorausgesetzt, dass A und B verschieden sind. Aus den Relationen (10. 


a» 


und (12.) ergiebt sich noch die Folgerung, dass der Ausdruck 
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(14) PlzVP3 [AP], 0) = P(zVP9tBP.Q, 0) 


von der Charakteristik A unabhängig ist. 


S.2. 
Ist A, B,C,... ein gegebenes System von Charakteristiken, und R 
irgend eine derselben, und sind £,, 25, Xc, ... unabhängige Veränderliche, 


so ergiebt sich, wie oben, dass die Determinante 


(1.) =2,3[R] (u, 05) = 0 
ist, falls ihr Grad >r ist. Dagegen ist die Determinante r!en Grades 
(2.) 0; FR] (U, v,) | (a,$=0,1,..r—1) 
eine 'T'hetafunetion zweiten Grades von a, die für v=u, %, ... 4,_, Ver- 


schwindet. Mithin ist der Quotient 
Zx0; 9 | R] (u. v5) : 9 A](a,, v5) 
von # und ebenso von %, ».. %,_1n ®, ©, ».. ©,_, unabhängig. Demnach 
zerfällt der Ausdruck (2.) in drei Factoren, von denen der eine nur die 
Variabeln «,, der andere nur die Variabeln vo; und der dritte nur die 
Variabeln x, enthält. Den letzten bezeichne ich mit F(x,, &, &, ...) oder 
auch kurz mit F|x,]. Durchläuft R alle r” Charakteristiken, so ist F eine 
ganze homogene Function rt" Grades von r" Variabeln x,, und aus dieser 
allgemeinen Form erhält man alle speeiellen Funetionen F, indem man 
einige der Variabeln gleich Null setzt. 
Da die Funetion 
(3.) Fix;]) = zart ICH v5) 10 [A] (Has v;) 
von den Variabeln «, und vo, unabhängig ist, so kann man «, mit o, 
(@e=0, 1,... r—]) vertauschen. Vertauscht man zugleich in den Deter- 
minanten die Zeilen mit den Colonnen, so findet man, weil 


I{RIE.m) = (MIR, o) 


(4) Fi] = FlRe,). 
Wenn also kr,2,r.... irgend ein Glied von F ist, so muss 
(ABC)... = 1 
sein. Vermehrt man in (3.) die Variabeln «,, eo; alle um die halbe Periode 
L, so erhält man 


Ist. 
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Fix,]| = Zx,(L, RAY[R](w,0,) : H[Al(w., v5). 
und mithin ist 
Fix,] = FI(Z, R)r 

Ist also kr,x,x. ... irgend ein Glied von F, so ist (L, ABC...) = 1. Diese 
Gleichung kann aber (T. S. 191) nur dann für jede Charakteristik 4 be- 
stehen, wenn ABC... = 0 ist. 

Il. In jedem Gliede von F|x,| ist die Summe der Charakteristiken, 
welche die Indices der Variabeln bilden, gleich O, und das Product ihrer 
Charaktere gleich +1. 


Ist daher e,8z&.... =1, falls ABC...= 0 ist, so ist 
Fix,] = F[s.2;,]. 
e > . .. / L \ ‚R nos . h) . 
Diesen Bedingungen genügt &, = (R} oder \n)' Für o=1 ist F eine qua- 


dratische Funetion von vier Variabeln &,. r,.. &,. z,. welehe nach dem 
letzten Satze die Produete x,x, nicht enthalten kann. Die Quadrate x), er- 
geben sich aus Formel (13.) $ t, und mithin ist 


9.) Fix, = &,—-(AB)r,- (AC)z,—(AD)r, @=1), 
In diesem Falle hängt das Vorzeichen der durch die Gleichung (3.) defi- 


nirten Funetion F von der Wahl der Charakteristik A ab. Ist aber, wie 
von jetzt an stets vorausgesetzt wird, o > 1. so ist F nach Formel (12.) $ 1 
auch von der Wahl von A unabhängig. 

2. 


Vermehrt man in der Gleichung (3.) die Variabeln », alle um die- 
selbe halbe Periode A, so erhält man 


. . A j | 
F E73 = |2 2. ) 3 AR|(u,. 05) : 30) u, , 05) 
also nach Formel (12.) $ 1, und weil F ungeändert bleibt, wenn man x 


A 
dureh ( R 


)Er ersetzt, 
F[x,;] = Z2,.9[R](w,., v5): 9 A](w., v5)|, 
und folglich 
(6.) Fiz,] = Fila]. 


Wir betrachten zunächst den Fall, wo R nicht alle r’ Charakteristiken. 
sondern nur ein vollständiges System A (U. s 1) von r Uharakteristiken 
A, A, ... A,_, durchläuft. Ist AA, = Q,, und setzt man in der Gleichur 

1) Aa» 22,94] (u, %;)\:|9[A](u,, 9,) 
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?;=v+0(,;, so erhält man 


), 
F= 2 EL 0:0;]u.. 0): 3145], ®). 


Ks lässt sich zeigen, worauf ich hier nicht näher eingehen will, dass 
zwischen den r Functionen 9[A,]@w,e) (P=0,1,...r—1) der Variabeln v 
(für unbestimmte Werthe der Parameter ,,) keine lineare Gleichung mit 
eonstanten Coefficienten besteht, dass also die Determinante |I[A,](u,, o) 
von Null verschieden ist. Für den Fall, dass A ein Göpelsches System 
ist, den ich hauptsächlich im Folgenden brauche, habe ich den Beweis 
dafür oben gegeben. 

Die r Charakteristiken Q, bilden eine Gruppe. Ersetzt man daher 
in der Determinante, die den Zähler von F bildet, Q, durch Q,Q0,, so wird 
dadurch in jeder Summe nur die Reihenfolge der Summanden geändert. 
Mithin ist jene Determinante gleich 


f 0 2 077 \ 0. 0; | 
=\ 0; Mensa; I [AQ;] (Us, ®) = ( 0 i RR 3[A;] (Urs v) z 


und folglich ist 


(2.) Fix; =. any) 


In dem speciellen Falle, wo die Charakteristiken 0, = P; eine Göpelsche 
Gruppe bilden, erhält man durch Zusammensetzung der in $ 1 definirten 
Determinante PP mit (2.) eine Determinante, deren Elemente gleich 
P,P; r 
P; WAP,Pg 
sind, oder wenn man P, durch P,P, ersetzt, gleich 

Pyz PP’ x,» 


zP( 


Mithin ist 
8) Flia.) = PEYPRe,). 
Setzt man einige der Variabeln Null, so erkennt man, dass F[x,] stets in 
lineare Factoren zerfällt, wenn je drei der von R durchlaufenen Charak- 
teristiken syzygetisch sind (U. $ 1). 
Setzt man die Variabeln Null bis auf zwei, A und AP=B, so er- 
hält man 


r 
2 


(4.) F(&,. T;) — (23—-(AB)«;,) 
In dieser Formel sind A und B zwei ganz beliebige (verschiedene) Cha- 
rakteristiken. Für v,= u, ist also 
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z3[ Al(u,,u)+y9[B\(u,, u) = (#’--(ABD)y’)’ 9] A](u,, u; 
Sind A und B beide ungerade, so sind die Determinanten auf beiden Seiten 
dieser Gleichung alternirende, und mithin ergiebt sich durch Ausziehung 
der Quadratwurzel 


[4 


z3[A]\(u., u)+y9TB]u,u): = (a’—-(ABD)y’)* 9A]a., u). 


Das Vorzeichen bestimmt man durch Vergleichung der Coettieienten von x 
Durch Vergleichung der Coeffieienten von y’ findet man, dass, falls 0 > 2 
ist, die Pfaffsche Function 
(3.) 3[Al(u.,u)” = |Y[B](u,, u;)’ e@ >» 

für alle ungeraden Charakteristiken denselben Werth hat. Dagegen ist 

(6.) I9[A](w.,u)* = —(AB) 9[B](w,, w,)' =?) 
oder anders ausgedrückt: 

S 


ristiken, so kann man die Verhältnisse der sechs Zahlen €, so bestimmen, dass 


ll. Sind A,(a=V0,1,...5) für o=2 die sechs ungeraden Charakte- 


a} = — (AA; (a + ß) 


J 
r/ 


ist’. Dann hat der Ausdruck 


m ZEN zZ PINS 


&, (FT A,)(u+u) (u-u) (+ au —u 
+3 A,)u+ u) u-u)u+u) (u —u) 
IA, | a+u)(a-—u”) (W+u) (W“—w)) 
für alle sechs ungeraden Charakteristiken denselben Werth. 
Durehläuft R für o=2 alle Charakteristiken, so hat in der Function 
F[x,] das Glied x7, nach (12.) $ 1 den Coeffieienten 1, das Glied &),x,. falls 
R und S verschieden sind, nach (4.) den Coetfieienten —2(RS) und das 
Glied 2,05 27257, falls R, S, T drei verschiedene syzygetische Charakte- 
ristiken sind, nach (3.) den Üoveffieienten 


SCH RSN. 
Dem >atze I. zufolge kommen aber in F nur Glieder von einer der drei 
Formen x;, 2,2, und 2,%:s%7&zsr vor, und bei der letzten Form ist 
(R)\(S\(T)\(RST)=1 oder (R,S,T)= +1, 
d.h. A,S, T sind syzygetisch. Mithin ist 


4 / 2 ») R Ss T 
(7) Fla,) = Zar-2E(RS)a;n5+8E()(T)z)RSTIannsarEnr 0-2. 
14* 
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$4. 
Durchläuft AR alle r’ Charakteristiken, so ist F[x,] bis auf einen von 
den Variabeln x, unabhängigen Factor gleich der Determinante ren Grades 


= 1,3 [R] (us ®, ) En=0,1,..r-1), 


Jener Factor muss so zäh werden, dass der Coeffieient von x, in F 


gleich 1 wird. Bilden P,, P,,... P,_, eine Göpelsche Gruppe ® und 


sind Qu, Qı, ».. Q,_, r (mod. P) verschiedene Charakteristiken, so kann 
jede Charakteristik A, und zwar nur in einer Weise, auf die Form P;Q, 
4,y=%4,1.... r—1l) gebracht werden, und mithin ist 


Zar I[R](u, e) = Zrn,.,9[PiQ,)u, o). 
Nun ist 
(1) =(0,P.P) =r oder 0, 


je nachdem z=4 ist oder nieht (T. S. 201), und folglich ist 
i h m . P 
rZ0,, Q, iv (P,Q,] (u, Di Zang, J IP, OÖ, IC u, (2 =(0,., P „P}) ei 0, PD v ”, P,), 


Die Summe 0,0, kann man auf die Form Q;P, wen wo P; in der 
Gruppe ® enthalten ist, und wenn man dem Index y (für einen bestimmten 
Werth von «) die Werthe von O bis r—1 ertheilt, so durchläuft 2 dieselben 
Werthe, nur in einer andern Reihenfolge. P\, Pı,... P/_, sind irgend r ver- 
schiedene oder gleiche Charakteristiken aus der Gruppe. Ich führe nun 

der obigen Summe für 7 den neuen Summationsbuchstaben 5 ein, indem 
ich Q, = 0,0;P, setze. Dann geht sie über in 


( Pe DN 3 ni y1 ‘ 
Ey pe . wi, PAVP,VP,xp, p,9,0,91P«P50.0;] 0), 


oder wenn man P, durch P,P, und P, durch P,P‘,, ersetzt, in 


. \(PBN D VE-yB | 
a 50 P; )C 03 RP) ‚P, l „Ep, KM ag‘ J[P, 0.0; (u, v). 


Setzt man also 


D 


= 


Qe\/ Pı\ pı\vVD 
)< OLD) Pia p;au0g m Au, 
so Ist 
| I u ’P,O 0.0 , 
Ex, 9[{R](u, 0) = EX, As‘ ) VP,9 [P.0.0,]@. 0). 
Nun ist aber (T. 8. 200) 
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ZVP,9[P, (u,v))(ZVP,I[P,] (a, b)) 


(2.) | 
|= (ZVP,9[P,], b))(ZVP, 9{P,](a, e)). 


Vermehrt man in dieser Gleichung « um Q, und ve um Q,, so erhält man 
| ro, VO \ . ( 17 
ala" Ka 9[P,0.0;)@, »))(ZVP, 9[P,|(a, b)) 


3.) | 
(z( OeyB, P,O.) 





‚»)(2('0)vP, 17.0.1, ©), 





und folglich 
(ZVP,9[P,]|(a, b))(= 2,9 R|(u:, ®,)) 


ßB 


- (2 z(°)VP, 9{P,O.](uz, 5))X,; 


u. > aTD y 1 
3 \o. )YP,$[P,0;\(a, e, ), 


also nach dem Multiplieationstheorem der Determinanten 
(ZYP,9[P,|(a, b)) Z 32, R|(w;, ®,) 
& \ w r P,Os 
(7 )YP,I[P,Q.\(u;; b, 5 Aus : | A )1 P,3[P,Q,) 


Mithin ist, bis auf einen constanten Factor F= X,,|. Ist P,=0, so ist 


P,0.0; stets und nur dann gleich O, wenn = 0 und «= ist. Die letzte 


Gleichung ist daher, weil #7, = II, , in der Determinante den Factor ] 


wta 
hat, genau richtig. In der erhaltenen Formel kann man den Wurzeln 
YP, beliebige den Bedingungen (6.) $ 1 genügende Werthe ertheilen. also 
z.B. YP, durch (P,)YP, ersetzen. Nach Gleichung (6.) $ 2 ist folglich, 
wenn A eine beliebige Charakteristik ist, 


(). I3\ vf P. 
© O; ee) \(! % )1 P;a , IP:Q,0» 
0; /7\P,/\Q; Qu 


x 


(4) Flex, = 


Die Coefficienten dieser Funetion sind ganze, ganzzahlige Funetionen 
von YP,,..- YP,, die ungeändert bleiben, wenn die Vorzeichen dieser Wur- 
zeln umgekehrt werden, und mithin ganze Zahlen. Zu demselben Resultat 
gelangt man, indem man PP. ... P,_, gerade annimmt, z. B. indem man 
dafür alle Charakteristiken wählt, in denen «..... u, verschwinden. Dem- 
nach sind die Coefficienten von F auch von den Parametern 7,; unabhängig 
(wie auch mittelst der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
denen die T'hetafunetion genügt, leicht direet gezeigt werden kann). Speciell 
bleibt # ungeändert, wenn man die Parameter 7,; durch solche anderen 


ap 
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Parameter z,, ersetzt, welche aus ihnen durch eine lineare Transformation 
hervorgehen. Verbindet man mit diesem Resultate die Formel (6.) $ 2, so 
ergiebt sich nach T. 5.187 und U. $1 der Satz: 

Ill. Durchläuft R alle r' Charakteristiken in der Reihenfolge R,R,,R... 
und S dieselben in der Reihenfolge S,. S,, 8, .... und sind diese beiden Systeme 
von Charakteristiken, wenn R, und S, als entsprechend betrachtet werden. 


äquivalent, so ist F|\x,| = Fle,x,|. wo &, eine vierte Einheitswurzel ist. 


Nach Formel (4.) ist F= X,,. wenn 


nn > (Pin 


gesetzt wird. Ich will voraussetzen, dass die Charakteristiken Q, nicht 
nur mod. %, sondern auch an und für sich eine Gruppe bilden. Ist P,,... P, 
eine Basis von $, und wählt man Q,,...Q, so, dass sie zusammen mit 
P.... P, 20 unabhängige Charakteristiken sind, so bilden die Combinationen 
0, 0. ... Q,_, Jener o Uharakteristiken eine Gruppe von der verlangten 
Beschaffenheit. Sind nun « und v zwei bestimmte der Indiees von 0 bis 


. .. . . { . . & 3 - 
r—1, und multiplieirt man die obige Gleichung mit ge )0,P%), giebt | | 
dann den Indices e, 5 alle Werthe, die der Bedingung 0.0; — (), genügen, | 


und addirt die r so erhaltenen Gleichungen, so findet man 


ON j /P; 
> ’ N P] = hy > > 
— \0,) 0 Pi) Aus er r a) } I AT p3q, (2 (Q,.. I ‚P.)) 
oder nach (1.) 
P, 'D Ö, r 
(0) } F up, u =(0,) (I. P)Aor- 

Die Variabeln x, und X,, lassen sich also gegenseitig linear durch ein- | S 
ander ausdrücken. Da nun die Determinante X,;', falls ihre Elemente 
unabhängige Variabeln sind, unzerlegbar ist, so lässt sich auch die Function 
F|x,) der r" Variabeln =, nieht in Factoren zerlegen. \ 

Durchläuft R nur die ungeraden Charakteristiken, und setzt man in ) 


„so erhält man 


U; 


Fix,| = Tr; 3 [R](u,, u): 9[C](u,, u5)|. 


der Formel 3.) $2 ov,=u 


Ist © ebenfalls ungerade, so sind Zähler und Nenner alternirende Determi- 
nanten und mithin ist 
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(3.) VFie,] = |Sz2,3[R] u;)': II C](u,. u 
n KIN 


eine rationale Function der Variabeln x,. die ich mit Hlzx,| bezeichnen 
will. Allgemeiner ist F[x,] das Quadrat einer rationalen Funetion, wenn 
eine Charakteristik A existirt, für welche die Charakteristiken AR sämmt- 
lich ungerade sind. Für e =2 ergiebt sich aus (7.) $ 3, falls man die 
Satz II. angewendeten Bezeichnungen benutzt 

(6.) H{z,] = Ze, = +2, -(AA)e, —--- AA,)x',) = 2), 


und dieselbe Formel gilt, wenn A, A,, ... A; irgend ein Fundamentalsystem 


bilden (T. 8.209). Ist e >2, so hat I[C)(u,..u,)” nach (5.) $3 für alle 
ungeraden Charakteristiken denselben Werth, und man kann daher das 


Vorzeichen von H fixiren, indem man festsetzt. dass in dieser Funetion &/ 
den Coefficienten +1 habe. Indem man alle », um dieselbe halbe Periode 
I, vermehrt, findet man, wie in$ 2, dass, wenn Ar,&,%;... irgend ein Glied 
von H ist, ABC... = 0 sein muss. Für o =3 kann daher H nur Glieder 
von einer der drei Formen vr}. r,x, und z,x0:2,2”;sr enthalten, und weil 
R,S, T und RST ungerade sind, so müssen im letzten Falle AR, S, T drei 
syzygetische Charakteristiken sein. Die Coetficienten dieser Glieder ergeben 
sich aus der Formel (3.) $ 3. und mithin ist 


P 
os SA _ 9ER. a IC) 
7)  Hiz, = Zr 2E(RS)ci,c, +82 „)(RST)r Erst e=3, 
Um alleemein H zu bestimmen. setze ieh in Formel (4) x,—=0. 


talls R gerade ist. Ausserdem wähle ich A so, dass die Charakteristiken 
AP, alle gerade sind (T. 5.198). Ist dann 


NEIN) Fra 


so Ist 


- 0.05) , 
Ku = (ET) AR OD ware 


Wenn nun &,7,4,0, nieht Null ” so ist (AP,0,0,)= —1, und mithin ist 
Aa =—ÄA,;. Folglich ist die Determinante X,,; eine alternirende und 


(8)  VIICA,Q)Hlz,) = a - WR zuna0,|. 
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Ds 


SD. 
X = er IPAVP, Tp,Qu03° 


Y. = Si ) > IR ) PiYmasp, 


Ist 


so ist 
Fix, = Aosl. F\iy.] = Y.; . 


Daher ist 
Fi@,).Fiy.] = Bes; 
wenn man setzt 
0, \/QuPe\(QaPı )(PJYP,VP 
Bas = A, nf ‚B — Eko. 0; ‚P, P; Ye 0. )( 0; A „)) P,) I IT P,Q 0 Yr,a,QB° 


Ersetzt man P, durch u so erhält man 


Ersetzt man ferner, wie im $ 5 = u und dann P, durch P,P,, 
so findet man 


1 ER 


wo 
/ P.Q, 
Sp, Lat an m ‚\p, 9.03 )tr, e, Yr, 4, P} 3a®3 


ist. Daraus folgt: 
IV. Ist 
1) 2 = Es )Taynss 
so ist 
(2) Filz] = Fler]. Flyr]. 


Ist speciell x, = yz, 80 ist 
„/{R 
, — Bi: )® ‚»T ‘. 
25 =\g/Trtrs 


Ersetzt man R durch RS und addirt die neue Gleichung zur ursprünglichen, 
so erhält man 


2: (1 ” SS) ( “ TrÜrs; 


und demnach ist 3, = 0, wenn S ungerade ist. Durchläuft also S nur die 


geraden, R aber alle Charakteristiken, so ist 
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(3) Filz] = Fix,])’, wenn 2, = Z( 


)EREns 


ist. Kennt man also F[x,|, so kann man mittelst dieser Formel die all- 
gemeine Funetion F[z,| finden. 

Die Formeln (2.) und (3.) bleiben auch richtig, wenn R und S nur 
die Charakteristiken einer gegebenen Gruppe W durchlaufen. Um «dies 
einzusehen, braucht man nur =, und 9, gleich Null zu setzen, wenn R 
nicht der Gruppe N angehört, und zu bedenken, dass, falls S eine Charak- 
teristik von R ist, SEN ist, dass aber, falls S nicht in ® 


— 


t enthalten ist. 
das System SR mit der Gruppe N keine Charakteristik gemeinsam hat. 
$ 6. 
Gegeben sei ein System A von Charakteristiken A, B, 0, ..., von 
denen je drei azygetisch sind, also der Bedingung 
(4A,B,C) = (AB)(AC)(BC) = - 1 
senügen (T. S.189: U. $1). Iste,= +1, und, falls B von A verschieden 
ist, &, = —(AD)e,, 80 ist &28: = (AB)(AC) = — (BC), also allgemein, 
wenn A und B irgend zwei verschiedene Charakteristiken von A sind, 
I a er u; AB). 
(Gehört R dem System A nieht an, so sei : u om Fia.,8. 25 :. 
zu berechnen, setze ich in der Formel 


j 0.03\ „(Qa\/P:. 
F|r;,| — \ 0: )Z(p ) )(P, ‚P 


2; =Q, falls R nieht in A enthalten ist”). Multiplieirt man F mit 


ER O3; N P; s 
( = M) . 4 % 2 Ein ) ‚ı , ‚24 = TRRT 
so erhält man F.G= Z,,., wo 
' Q), SE ;P; 
u EEE PP 8 


BEER UL IF pP, P; R,® 0), /\ 0; NR , ıTP4Q,08 „ty. "PU, Up 


*) Ertheilt man in dem Ausdruck P,Q,Q,; dem z drei verschiedene Werthe, sv 
erh; lt” man drei syzygetische Ü harakteristiken. Daher besteht kein Element der obigen 
Determinante aus mehr als zwei Gliedern, und man kann, wenn A, B, C,... gegeben 
sind, die Charakteristiken PR und Q, immer so wählen, dass jedes Element, das nicht 
verschwindet, nur eine der Variabeln 24, &p, co,» .. enthält. 
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Wie in $4 nehme ich an, dass die Charakteristiken Q, für sich eine Gruppe 
bilden. Ersetzt man dann Q, durch 0,0,0;, vertauscht z mit A, und addirt 
den so erhaltenen Ausdruck von Z,, zu dem ursprünglichen, so erhält man 


BZ, = El G; (Qu Pe) (OaPı), 


INYPYP A 
Mr « 0,0;P,P;’ Od. /\ oO 4 4 x) } P,) I iEPLQ,OgEP,Q,QaEP7Q,QB 


-[1-+(0,0,P,P; 1. 


A, PER, quer; Ay 


Ist eine der beiden Charakteristiken P,0,0, und P,Q,Q, nieht in A 
enthalten, so ist 2 r,0,0,0r,9,09 = V (Gehören sie aber beide dem Systeme 
Y an, so hat 1-+-(Q, O;P„P,)&2,0,0 Ep0,09) falls sie von einander verschieden 
sind, nach (1.) den Werth Null, falls sie aber einander gleich sind, den 
Werth 2. Der letztere Fall tritt nur ein, wenn e=P und 2=4 ist. Ist 
also @ von P verschieden, so ist Z,,=0. Ist aber «= >, so bleiben von 


ler Summe 2Z,. nur die Glieder übrig, in denen z=4 ist, und mithin ist 


Fine _ SERCh u. 2. 
F 
Folglich ist FG = Z und daher, weil Z nicht in Factoren zerlegbar ist, 


und x’, in F den Coeffieienten 1 hat, 


> F t,| = (8,2, 
?. Meile 
oder 
(3.) F = |» U, * ; b) .. % = ( x, BuBET (& N) BD ,— AC) 2, u F » 


Ist umgekehrt F für irgend ein System A von Charakteristiken eine Potenz 
einer quadratischen Function 
= (Ei,s,)', 
so ergiebt sich, indem man alle Variabeln bis auf zwei gleich Null setzt, 
F(x I» Ur) an (k, ‚T . -+ kr + ak, 2,) n 


also nach (4.) $3 


k»=0 und Az = -(AB)k,. 
[st C eine dritte Charakteristik von WU, so ist ebenso 
kc=—(BO)kz, und k,u=-(CA)koe; 
und mithin 
(BC)(CA)\(AB) = —1. 


Daher sind je drei Charakteristiken von A azygetisch. 





ri 


gi 
ge 


di 


Is 


IS 
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Zerfällt dagegen F für ein System A von Charakteristiken A, B, (0, ... 
in lineare Faetoren, so ist auch die Funetion dreier Variabeln F(r,,.ı 


2 &, 
ein Produet von linearen Factoren. Daher können A, B, C nieht azygetisch 
sein, weil 2&,—(ABb)r,—(AC)x. unzerlegbar ist. In Verbindung mit Formel 
3.) $3 folgt daraus: 

V. Damit F|x,| für ein System von Charakteristiken in lineare Factoren 
zerfalle, ist nothwendig und hinreichend, dass je drei der gegebenen Charakte- 
ristiken syzygetisch sind. 

Damit F|x,| für ein System von Charakteristiken eine Potenz einer 
quadratischen Function sei, ist nothwendig und hinreichend, dass je drei der 


gegebenen Charakteristiken azygetisch sind. 


Sure 

Für die weitere Untersuchung der Function F erweist es sich als 
nothwendig, die bisher entwickelte Theorie zu verallgemeinern. Bilden 
P., Pı, ... P,-, eine Gruppe ® von » = 2” Charakteristiken, von denen je 
zwei syzygetisch sind, und werden die Wurzeln YP, in der nämlichen Art 
gewählt wie in $ 1, so hat (U. S 4) die Function 

1)  YlAlı, 0) = z(")VP,3 AP,](u, © 

die Kigenschaften 


2. glAllu+P;,,e) = (u) (P,)VP,y|A](u, e 





3 glAllu, ve+P,) = (e)(A,P,)VYP,gyl\ Alu. v 


wo 
any % T »%r 
-INZUuf a tier, 9 „» 
(u) = e 
ist, wenn 
pP “ / v, v 
a \u u 
ist. Setzt man 
4.) v+0=o0, 2 Ss, 


so besteht zwischen je s+1 T'hetafunetionen zweiten Grades von a, welehe 
sich bei Vermehrung des Arguments um die halben Perioden der Gruppe 
% in derselben Weise ändern wie g[A](w. ev). eine lineare helation, und 
daraus ergiebt sich, wie in $ 1, 
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- 


(9.) f (Allu:. e,) — 0 (5. Y v, l,...m- Il; m >$), 


Ist aber m=s, so zeigt man, wie in $ 1, dass die Determinante g[A](w;, v,)) 
von Null verschieden ist. Ist 0>0, so kann man (U.$ 5) die Charak- 
teristik C so bestimmen, dass die » Charakteristiken CP, sämmtlich ungerade 
sind. Dann ergiebt sich, wie in $ 1, die Formel 


(6.) IplC)@w;, v,)| = Yl[C)w;, %,). p[C\v;, v,) 3 (En=0,1...-1), 


Vermehrt man die Variabeln x: alle um AC und ersetzt YP, durch (AC, P,)YP,, 
so folgt daraus, dass die Determinante s'®® Grades gy[A](u:, e,) in das 
Produet einer Funetion der Variabeln #: und einer Funetion der Variabeln 
ve, zerfällt. Nach Formel (2.) $ 4 gilt dieser Satz auch für o =. 
Seien A, B. C, ... mehrere Charakteristiken, von denen je zwei 
den Bedingungen 
(1.) (A, P,) = (B, P,) («= 0,1,...n—1) 


genügen. Ist R irgend eine dieser Charakteristiken. so ist der Quotient 


Al(u:, v,) 


/ / 


8) Gl] = Zz,plRlas, e,): Yy 





eine eanze Function sten Grades der Variabeln z,. #;. &.. .... die von den 


Variabeln #; und ve, unabhängig ist. (Die Bedingungen (7.) sind der Formel 


‘) 


3.) zufolge nothwendig. Sind sie nicht erfüllt, so ist jener Quotient nur 

von den Variabeln #:, aber nieht von den Variabeln ®, unabhängig.) 
Bilden P,, ... P, eine Basis von ®, so kann man o Charakteristiken 

R,,... R, so bestimmen, dass sie mit jenen zusammen v+0=0o unab- 


oO 


Sind dann R,. R,. ... R,_, die s Combinationen von R,., ... R.. so bilden 


i 


hängige Charakteristiken bilden, von denen je zwei syzygetisch sind (T, S. 193). 


die r=ns Charakteristiken P,R, eine Göpelsche Gruppe. Ist A eine be- 
liebige Charakteristik, durehläuft % in (8.) die Charakteristiken AR, (die 
den Bedingungen (7.) genügen), und setzt man in jener Formel x: = «+R.:., 
so erhält man, wie in $ 5, 


B. 


‚A Ä i . 
Bi &(%.)34m [4 R;R;](u, ©,) :/p[AR;](w, v,)) 


R: j i N 
u; B ka 2 )San, BR, ‚AR;|(a, v,)|: | AR:|(w, v,)|, 


also 


vr - R. 3 y } 
(9.) G|2,| en © ARZRE . P21 R,24R,): 
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Frobenius, über Thetafunctionen mehrerer Variabeln. 
Setzt man die Variabeln z, bis auf zwei oleich Null, so ist folglich 


10.) G(2,.3,) = (2,-(AB)z,)’ 


In dieser Formel sind A und P irgend zwei den Bedingungen (7.) genügende 
Charakteristiken, deren Summe nicht in ® enthalten ist. Vergleicht man 
in derselben die Coetfieienten von z;,. so findet man 


0: p\Allu:,v,) = Y|Bl(u;, v,, 
dagegen 
12. glAl(u:, e, — (AB) y[B|(uw:, v, 
Die » Üongruenzen 


13. U. P B (x 


AH 


von denen v unabhängig sind, haben 2” Lösungen, die eine Gruppe U 


bilden, und von denen 29—r unabhängig sind. Zu diesen gehören die o 
Charakteristiken P,...... P,. R..... R,. also haben sie ausserdem noch 
o—v=06 Lösungen $,,... S,. die unter einander und von jenen unab- 
hängig sind. Sind dann $S,. S,,.... S$,_, die Combinationen von S,. ... S.. 
jede um eine beliebige der Charakteristiken AR, vermehrt. so stellt deı 
Ausdruck 
U = S,P.R, (a,A=V0,1 l: x 
alle Lösungen der Congruenzen (13.) dar, und die s’ Charakteristiken S,R 
bilden eine Gruppe 3. Durchläuft V diese Gruppe, so soll der Quotient 
der beiden Determinanten sten Grades 
14. G|z,| =2,4|V |(u:,e,) : glO](w:. e, 
bestimmt werden. Zu dem Zwecke berechne ich zunächst die Summe 
f Zn $(d,, R;). 
Da (P;R,,R,)=1 ist, so ist 
rf= 2(8,P,R,A) = ZUR) 


@,D,} uch 
wo U alle Lösungen der Öongruenzen (13.) durchläuft. Mithin ist 
rnf = Z(T,R, (1+(T, P,))... (1+(T, P,)), 
wo T alle r’ Charakteristiken durchläuft. Entwiekelt man das Produet, so 
ist irgend eine 'T'heilsumme 
=(T, R,P,P,P,...) = 0, 
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ausser wenn A,P,P,P, ... =0O ist, und dann ist jene Summe gleich r’. 
Dieser Fall tritt nur ein, wenn R,=0 ist. da R,... R,P..... P, von 
einander unabhängig sind und R, eine Combination von R..... R, 

Demnach ist im Allgemeinen f=0, wenn aber R, = 0 ist, Pal s. Da die 


Charakteristiken R,, R,, ... R,_, eine Gruppe bilden, so ist folglich 


(15.) Z&(8,,R,R) =s oder 0, 


je nachdem z =4 ist, oder nicht. 
Da ferner die r Charakteristiken P,R, eine Göpelsche Gruppe bilden. 
so ist nach - s4 


Eh S)VP,VR,9[P.R,](u,)) &(W )WP,/R,9[P,R,]Ca, b)) 


k INR; 
(EC WPIRSITP.R,aD) (ZH )VPVR,ITP,R,]Qa, 2) 
Vermehrt man x um S, und e um S;, so erhält man 
/Py\f Su YP; 8,8 f sp; u Ze 
(= R. ge > "WPYRI{PRS.S u, ))(z ep) PYR,S{P,R;)a,b)) 


(zz Py „N PARSTPERS.)a, BD), Er N YPVR,9[P,R;S;](a, »)) 


und mithin 


ES VRGLRS.S,Ku,0))(ZVR,PIR,](a, b)) 


(16.) 





= (z()VR, „[R;8. u, »))(& Be: VR,IR,S,](a, ©)): 


In ähnlicher Weise wie in $ 4 aus den Gleichungen (1.) und (3.) die Formel 
4.) abgeleitet wurde, ergiebt sich hier aus den Gleichungen (15.) und (16.) 
die Relation 


(17) Glsr] = (5 P)E NE Z, 


\s, DEAFIE 
Dieser Ausdruck hängt nicht von den Vorzeichen der Wurzeln YR, ab. 
Besonders bemerkenswerth ist aber, dass er auch von den Vorzeichen der 
Wurzeln YP, unabhängig ist. Dies würde nicht der Fall sein, wenn 
SS, ... S,_, nur in irgend einer Art so gewählt worden wären, dass der 
Ausdruck S,P,R, alle Lösungen der Congruenzen (13.) darstellt, sondern 
findet nur Statt, weil die Charakteristiken S,R, an und für sich (und nicht 
nur mod. B) eine Gruppe bilden. 

Sei A eine beliebige Charakteristik und durchlaufe S die Charakte- 
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ristiken AS,R,, d.h. ein System (mod. ®) verschiedener Lösungen der Con- 
sruenzen 

(18.) (S,P,; 4A,P, 0,1 ), 
die so gewählt sind, dass sie ein vollständiges System bilden. Vermehrt 


man dann in der Formel 


N 


h) r 177 \ Su SaN\ x/ S t I \ [ 
Zzygy|) \(u:,®,)| = ( rn \ \( IR anjsasg » PLO](u;, © 


en] 
ws 


die Variabeln #;: alle um A und ersetzt YP, dureh (A, P,)V/ P, und YR, dureh 


A A ” 
# )ı R, und z, dureh \ )z,,. so erhält man 
7 


} j 
y TAVI( (SaS8\ yf Da\/ Ri ıR | 
2712 L£ I\M:, ©, — \ S; JTN R; /\ S ) LS ARS Sa ° 4 g \ Hi, ? 
und mithin. weil AV =S ist. 
19, GIz.) (Sad; x Sa\f RiN 
\ e ° I © \ Ss ; u \ R: \ “ | R; PA) IR; “ 
98 


Nimmt man in der Formel (4.) $ 4 für die r Charakteristiken P, 
(u=0,1,...r—1) die im vorigen Paragraphen definirten »s = r Charakte- 


ristiken PAR, (z=0,1,...»n—1: 4=0,1,... s—1), und ersetzt man YP, dureh 


-P, ne 
( “)ı .» so erhält man 


EIER VON of 0% P,R f 
Fie,] = \(*P)z( .“e ) )VYP,VR,&,»., 


0; P,R,/\ O0 IR; 


Wählt man die Charakteristiken S,, wie im vorigen Paragraphen, so 
bilden die »s’ verschiedenen Charakteristiken U = 8, P,R, (e,2=0,1,...s—1: 
z=0,1,...»2—1) eine GruppeÜ. Sind also T,y=0,1,...»—-1l)n=r':ns 
(mod. U) verschiedene Charakteristiken, so stellt der Ausdruck S,T,P,R, 
alle r"Charakteristiken dar, und daher kann man für die r Charakteristiken 
0. (@a=0,1,...r—1) die s» Charakteristiken $,T, (@e=0,1,...s-1: 
y=(,1,...»r—1) wählen. Folglich ist 

(SeSTyT5) g( ST (Pl 


. / P \ 
Fila.) = ee Jah | - VPE: ; 
m) = sm JAlp.R,\s;r, Nun) PVRowannsespi 


7 * 
vi) 
’ 


Die Zeilen dieser Determinante bildet man. indem man « die Werthe von 0 
) 


bis s-1l und y die von O bis »—1 beilegt, die Colonnen, indem man / die 
Werthe von O0 bis s-1l und d die von OÖ bis »—1 ertheilt. 
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Ich will nun F für den Fall berechnen, wo R nicht alle r’ Charak- 
teristiken durchläuft, sondern nur die »s’ Lösungen der Öongruenzen 

(1.) (R,P,) = (A,P,) (F=0,1,...n-1), 
Zu dem Zwecke setze ich x, =, wenn U nicht den Congruenzen (U, P,) =] 
genügt, also nieht in der Form U=S,P,R, dargestellt werden kann. Da 
die Charakteristiken T, (mod. U) verschieden sind, so ist T, T, nur dann in 


U enthalten, wenn y=Jd ist. Mithin ist @,2,.2,s,sa7,7, = 0, ausser wenn 


a; 
y=6 ist. Folglich ist die obige Determinante r!*" Grades ein Produet von 





rn Determinanten s'“? Grades, deren y' 


/ 
S.s ) ‚s,T (Fr Ri 
y an - $ u. > | ne. 
a, = (sr. (pr, ) Ksc VPRiw nn, A-0101) 
. \ r . \ N 
ist. Aus den Elementen der eten Zeile kann man den Faetor - ), aus 
(83 
denen der >'en Colonne den Factor \ \T ”) herausnehmen. Da ferner (P,,S,) =1. 
Iso (Se A 
also ). = er 1St, SO Ist 
BB af P, Su\yR;\,r 
Y FR & >| zZ \/ > T N > a IN / / m \ i 
0, = elın SR; Ken Ri TVRızanunsusa 


Setzt man also, falls S irgend eine der Charakteristiken AS,R, des voll- 
ständigen Systems AB ist, 
en = 3" \(P,. T)YP,x 
”s . mc Ss . «Up 
so Ist 


S,S- ( 
= EN TOVRiE0, 55 


Ich setze nun, wie im vorigen En 
- S Sa /S R; 
vr ] >. [74 p y/ (4 { 
Glas) = |\ s; /T\R, ’/\S, WR, BAR] Sasp|* 
Da dieser Ausdruck von der Wahl der Wurzeln YA, unabhängig ist, so 
kann man YA, durch (R,, T,)YR, ersetzen, und mithin ist 
9 'f.(Y) 
(7, = (123, ]. 
Ist IP, ein den Bedingungen (6.) $ 1 genügendes System der Wurzeln, so 
stellt (P,, W)VYP,. talls W alle Charakteristiken durchläuft, jedes solche 
System dar. Da nun jede Charakteristik W auf die Form S,T,P,R, ge- 
bracht werden kann, und (P,8S,P,R,) =1 ist, so stellt auch 
) T > > My 
(2.) I, _. rr 
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jedes System der Wurzeln dar, und jedes nur einmal, weil die Anzahl n 
der Charakteristiken 7, gleich der Anzahl der verschiedenen Systeme der 
Wurzeln YP, ist. Ist also 


Pr. 
(: Ar) m 2 Iy)m 
(3.) PR z(, / y M BP? 
so ist 
(4) Fix.) = M 6G[2) 


Y 


oder 


(AN 
sr 


Fix.) = Pelz )iP.x,], 


wo R alle Lösungen der Congruenzen (1.) durchläuft, S nur die (mod. % 
verschiedenen, diese aber so gewählt, dass sie ein vollständiges System bilden. 

Wir haben oben vorausgesetzt, dass die Gruppe B gegeben ist, und 
dazu das vollständige System AU bestimmt. ‚Jetzt sei umgekehrt irgend 
ein System von Uharakteristiken gegeben, und die Autgabe gestellt. zu 
untersuchen, ob sich die entsprechende Funetion Fixr,] mittelst der Formel 
(5.) in Factoren zerlegen lasse. Man ergänze das gegebene System dureh 
Hinzufügung aller wesentlichen Combinationen seiner Charakteristiken zu 
einem vollständigen System und bilde die demselben entsprechende Gruppe &. 
(U. $ 1). Ist y der Rang und HM,,... H, eine Basis von 9. so 


es darauf an, Uharakteristiken P,. ... P, zu bestimmen, die 


’ 


kommt 
vo einander 

abhäneir sind | »r sich und mit allen Charakteristike ri | 
unabhängig sind, und unter sich und mit allen Charakteristiken von 9 svzv- 
getisch sind. Ist @ der Rang der syzygetischen Untergruppe von 5 (U. $ 1 
und P,. ... P, eine Basis derselben, so genügen zunächst diese Charak- 
teristiken der gestellten Bedingung. Ferner haben die y unabhängigen 
Uongruenzen 


Ä, H, (0) (/ f 


27 Lösungen, unter denen sich die 2° Combinationen von P,, ... P, be- 
finden. Ist 20-7 





a >V, so sei P,,ı irgend eine der 2% ’—2* übrigen 


Lösungen. Dann sind die „+1 Congruenzen 
X,H =(, XP, 0 


unabhängig und haben daher 277 Lösungen, unter denen sich die 2”°° 

Combinationen von P,. ... P,. P.., befinden. Ist also 20—y—« 2, 80 

haben sie noch 27" — 2°*' weitere Lösungen, von denen man irgend eine 

für P,;, wähle. Indem man so fortfährt, erhält man, da nach U. $ 1,1 die 

Zahl @&+y gerade ist, v = «+ 4(20—y—a) Charakteristiken P,,... P,, die allen 
Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 2. 16 
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Bedingungen genügen. Aus dieser Betrachtung folgt: R durchlaufe ein 
System von Charakteristiken, unter denen sich „+1 wesentlich unabhängige 
befinden. Sei « der Rang der syzygetischen Untergruppe der aus allen 
Summen einer geraden Anzahl der gegebenen Charakteristiken gebildeten 
Gruppe. Dann ist F[x,] die 2?='®te Potenz einer Function, die in 2° Fac- 
toren desselben Grades zerfällt*). 


*) Im vorigen Bande dieses Journals habe ich eine Abhandlung „Ueber die prin- 
cipale Transformation der Thetafunctionen mehrerer Variabeln“ veröffentlicht. Ich 
benutze hier die Gelegenheit, um nachträglich auf eine Arbeit des Herrn Wiltheiss 
„Ueber die complexe Multiplication hyperelliptischer Functionen zweier Argumente“ auf- 
merksam zu machen, die im 21. Bande der Mathematischen Annalen während des 
Druckes meiner Abhandlung erschienen ist, und in welcher für den Fall zweier 
Variabeln einige der Resultate durch direete Rechnung erhalten sind, die ich dort für 
den Fall von beliebig vielen Variabeln abgeleitet habe. Indessen ist es dem Verfasser 
entgangen, dass in allen Fällen die absoluten Werthe von M, und M, gleich Yx sein 
müssen. 


Zürich, Mai 1885. 











Ueber die Irreducetibilität 
der linearen Differentialgleichungen. 


(Von Herrn Leo Königsberger in Wien.) 


Bekanntlich hat zuerst Herr Frobenius im 74er Bande dieses Journals 
die Definition für die Irreduetibilität einer homogenen linearen Differential- 
gleichung aufgestellt und derartige Difterentialgleiehungen irreduetibel ge- 
nannt, wenn sie nieht mit einer homogenen linearen Differentialgleichung 
von niederer Ordnung und „leichartigen Coeffieienten *#) ein Integral emein 
haben; ich habe eine beliebige algebraische Ditferentialgleichung als eine 
irreduetible definirt, wenn sie weder in Bezug auf den höchsten Differential 
quotienten in algebraischem Sinne reduetibel ist. noch mit einer Differential- 
sleichung niederer Ordnung und von demselben Charakter (in Bezug auf 
die Coeffieienten der abhängigen Variabeln und deren Ableitungen) ein 
Integral gemein hat**) Nach dieser letzteren Definition würde somit eine 
homogene lineare Differentialgleichung 

d"y u u 

dar Pen ı TPp dar: ET Pd “ 
in welcher p,, P» ».- P„ algebraische Funetionen von x bedeuten, dann als 
eine irreduetible zu bezeichnen sein, wenn sie mit keiner algebraisehen 
Differentialgleichung von niederer Ordnung und gleiehartigen Coetficienten 
ein Integral gemein hat, und es wird somit die lineare Difterentialgleichung 
im Frobeniusschen Sinne irreduetibel sein können, während sie nach der 
von mir gegebenen Definition reduetibel ist. Es ist nun wesentlich festzu- 
stellen, ob oder wann die beiden Definitionen tür homogene lineare Ditfe- 
rentialgleichungen zusammenfallen, und es werden sich aus dieser Unter- 


*) Die Definition erstreekt sieh nicht bloss auf lineare Differentialgleiehungen mit 
algebraischen Coettieienten. 

*=#) Vergl. meine „Allgem. Untersuchungen aus der Theorie der Differential- 
gleichungen“ Teubner 1882. 


16* 
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suchung charakteristische Eigenschaften der linearen Differentialgleichungen 
ergeben. welehe durch verschiedenartige Methoden ermittelt werden sollen. 
Ich habe bereits in meinen oben angeführten „Allgemeinen Unter- 
suchungen“ nachgewiesen, dass, wenn eine lineare homogene Differential- 
oleichung zweiter Ordnung mit einer algebraischen Differentialgleichung 
erster Ordnung ein nieht algebraisches Integral gemein hat, diese letztere 
entweder selbst eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist und, 
wenn diese nieht homogen, zugleich eine andere lineare homogene Ditfe- 
ventialgleichung erster Ordnung nach sich zieht, welche ein algebraisches 
Integral erster Ordnung der vorgelegten Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung darstellt, oder in dem einzig möglichen Ausnahmefalle, in welchem 
zwei Fundamentalintegrale dieser Differentialgleichung in einer algebraisehen 
Beziehung zu einander stehen, jedenfalls zwei Fundamentalintegrale existiren, 
welche linearen homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung Genüge 
leisten und daher nach bekannten Sätzen zwei algebraische Integrale erster 
Ordnung der gegebenen Differentialgleichung bilden, während die nicht 
lineare Difterentialgleichung erster Ordnung, welcher das gemeinsame Inte- 
oral angehört, durch eine algebraische Substitution aus einer homogenen 
linearen Differentialgleichung erster Ordnung abgeleitet ist”). Das Wesent- 
) Es braueht kaum hinzugefügt zu werden, dass für den Fall, wenn keine alge- 
braische Beziehung zwischen zwei Fundamentalintegralen existirt, nicht etwa zwei 
Integrale existiren müssen, welche linearen homogenen oder überhaupt nur linearen 


algebraischen Ditferentialgleichungen genügen müssen, wie schon aus bekannten allze- 
meinen Prineipien hervorgeht, für Differentialgleiehungen zweiter Ordnung 


a. du. Q 
- L.n > + ,.y = 
da’ P dx Pr 3 
aber sehon aus der Relation 
dy. dı ndz 
ng, u u 
dx 2, u 


ersichtlich ist, welehe, wenn y, der homogenen linearen Differentialgleichung 
dy, 

e ) 
z yıl 
senügt, für y, die lineare Differentialgleichung 
dy, 


L. p+ )dx 
d.v 


in 


liefert. Es mag ferner noch bemerkt werden, dass, wenn die lineare Differential- 
sleiehung zweiter Ordnung ein algebraisches Integral 


nur 
besitzt — welcher Fall in den oben angeführten Auseinandersetzungen ausgeschlossen 


war — wiederum aus der eben benutzten Relation 
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liche dieses Satzes besteht darin. dass nicht algebraische Integrale linearer 
homogener Differentialgleichungen zweiter Ordnung*), wenn sie überhaupt 
algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung angehören, entweder selbst 
linearen Differentialgleichungen erster Ordnung genügen, oder dass wenigstens 
zwei Fundamentalintegrale existiren, welche als Integrale wiederum linearen homo- 
genen Differentialgleichungen erster Ordnung angehören — dass also für lineare 


Differentialgleichungen zweiter Ordnung die von Herrn Frobenius gezebene 


c) 


Definition der Irreduetibilität mit der meinigen zusammenfällt, indem die 
Bedingung, kein Integral mit einer homogenen linearen Differentialgleichung 
eemein zu haben, keine grössere Beschränkung involvirt als die Bedingung, 


iiberhaupt mit keiner algebraischen Vifterentialgleichung erster Ordnung 


ein Integral gemein zu haben. Den Gegenstand der vorliegenden Uhnter- 


suchung bildet nun die Frage, ob auch für lineare homogene Ditierential- 
eleichungen höherer Ordnung die beiden Irreduetibilitätsdefinitionen zu- 
sammenfallen, und da sich ein solches Zusammenfallen und zwar auch 
nur unter Beschränkungen — im Allgemeinen nur in Beziehung zu Diffe- 


rentialgleichungen erster Ordnung ergeben wird, die Bedingungen zu er- 
mitteln, unter denen die eine Irreduetibilitätsdefinition den linearen homogenen 
Differentialgleichungen beliebiger Ordnung keine grössere Beschränkung auf- 


erlegt als die andere. 

Bevor ich nun die Untersuchung in ihrer ganzen Allgemeinheit dar- 
stelle, will ich noch einige Bemerkungen über verschiedene Methoden vor- 
ausschicken, die man zur Beantwortung dieser Fragen anwenden kann, und 
die ich an den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung erläutern 


will. Sei die vorgelegte Differentialgleichung 


1) yıtpy+py=V, 


dy F' ce / 

U,° - — - 

Pe. F 

folgt, somit ein zu y, gehöriges Fundamentalintegral im Allgemeinen keiner algehra 
ischen linearen Differentialgleichung erster Ordnung mehr genügt; für die Normalform 
der Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


dx 


d’y 


= u. == 
de‘ P239 


wäre dies freilieh der Fall. 


*) Die Uebertragung auf nicht homogene lineare Differentialgleichungen ändert 
niehts in diesem sowie in den folgenden Sätzen, und es wird nur der Einfachheit der 
Darstellung wegen im Folgenden stets die Homogeneität der linearen Differential- 
gleichungen vorausgesetzt. 
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und habe diese mit einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 


@) y = Fa, y), 


in welcher F eine algebraische Function bedeutet, ein nicht algebraisches 
Integral y, gemein, so muss wegen 


" oF en 
yı = ——_ +>—F 
oX oy, 
nach (1.) die Gleichung 
oF DE ’ 
Ko BE a F+p,F+pyı = 0 


oz  0y, 
erfüllt sein, und zwar, da das gemeinsame Integral y, sich der Voraus- 
setzung gemäss hieraus nieht als algebraische Function von = ergeben 
darf, identisch für alle x und y,. und es wird daher F(x,y,) als alge- 
braisches Integral der partiellen Ditferentialgleichung (3.) definirt sein — 


/ 


umgekehrt ist aber auch sogleich ersichtlich, dass für jedes algebraische 
Integral F(r,y,) der partiellen Differentialgleichung (3.) die mit diesem 
vebildete Differentialgleiehung erster Ordnung (2.) wegen 
En 
I 


yı = + = -pF-py = —PıYyı Pd: 


or oy, 


ein mit der Differentialgleichung (1.) gemeinsames Integral liefert. Um 


\ be) 


daher nachzuweisen, dass die Differentialgleichung (1.) im Allgemeinen nur 
dann mit (2.) ein nicht algebraisches Integral gemein haben kann, wenn 


F eine in y lineare Funetion ist, wird nur zu zeigen sein, dass die partielle 


Differentialgleichung (3.) im Allgemeinen — die Fälle sind in dem oben 
ausgesprochenen Satze aus einander gehalten — entweder gar kein alge- 


braisches Integral ausser einem in y linearen besitzt, oder, wenn dies der 
Fall ist, die zugehörige Differentialgleichung erster Ordnung (2.) nur alge- 
braische Funetionen von x zu Integralen hat. Nehmen wir zuerst an, es 
könnte die Differentialgleichung (3.) eine in y ganze Function als partieu- 
läres Integral besitzen 


4) Fia,y) = Ay"+Ay""++A 


worin Au, A, ... A, algebraische Funetionen von x bedeuten, so würde 
nach (3.) 

dA, m ( 
y"+ 


| dx 


1A 


dx 


rt pen + [m Any" + m) Ay" +] [Any + Ay +] 
+ PA Ay try = 0 
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für alle x und y identisch befriedigt werden missen, und da die höchste 


' vorkommt. aber weder m noch 


Potenz von y allein in dem Posten m Ay” 
A, verschwinden können. so wird 2m —-1l=m. also m=|1 sein müssen 
und daher 

F(z,y) = Auyy+A, 
eine in y lineare Funetion, welche die Differentialeleichung (2.) in 

y = Ay+Aı 

überführt. Sei nun F(z,y) als ein in y rationales Integral jener partiellen 
Differentialgleichung in der Form vorausgesetzi 
A, y”"+ A, y" It. A, 


(D. a,y) = 
\ U ) F T; Y, B, y" + B ur a == B, 


‚„ Bo, -.. B, algebraische Functionen von x bedeuten, so 


m 7 


worin Ay. ... A 
giebt der Ausdruck (5.) in (3.) eingesetzt die in ze und y identisch zu er- 
füllende Gleichung 


n k da 0 m \ m f d B, n 1- n 
[Buy u er ( 2 | -_ a uni AvuYy + +: \ 2 Y u )| Buy 00% | 
E K(Buy"+---) (m Auy" + 2 u (Auy” + = nB,y""-+--)] ( Auy"” Di 


pP (Ay"+) Buy" +rpy(Buy't) = 0. 
Unterscheiden wir nun die drei Fälle, je nachdem m >», m<n und 
m=n Ist. 

Il. Seim >n, oder m=n+e, so werden die vier höchsten Potenzen 
der vier Posten der letzten Gleichung 


IA, IB TEE’ ge zh 
(B, — — A, . )Ry**", (m—n) AABıy"", pr AoBoy”", pBoy”" 


sein, und es wird somit, 1) wenn « >1 ist, der zweite Posten den höchsten 
Grad liefern, also 

(m—n)A,B, = 0 
sein müssen, was nicht angeht, da m >» und A,, B, von Null verschieden 
sind; 2) wenn «e=1 ist, der Grad aller vier Posten derselbe sein, und daher 
der gemeinsame Coefficient von y”*' 

da dB, ; u | 

(B, — Au, )B,+ (m—n) ARBı-+-p, Au. uo+Pp: B} = 0, 


oder da m=n-+1 ist, 
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d.h. es würde die Differentialgleichung erster Ordnung 


E00, 
d.x +3 4+p13+p. = \ 





. A . x . . 
das algebraische Integral 3 = B oder, wie aus der Substitution 


fe dlogy 
er (u 


hervorgeht, es würde die Difterentialgleichung 
y+py+tpy = V 
das Integral 
y=e 
besitzen, also, wie nachgewiesen werden sollte, die homogene lineare Diffe- 
rentialgleichung 


A, 
Zu B 


zum algebraischen Integrale erster Ordnung haben. 
Il. Ist m<Zn, also na=m+e, so werden die vier höchsten Glieder 
die Form haben 


/ 1A Ib, N | ch | w 
(Bu, —- — A, —) By?" tr, (mn) By", 9, ABipt, pn Brett: 


dx dx 


da aber das letzte Glied die höchste y-Potenz liefert, so müsste p, = 0 sein, 
d.h. die Ditferentialgleichung zweiter Ordnung die Form haben 
ytpy =, 
welche das algebraische Integral erster Ordnung y, =0 oder y, = e besitzt, 
während jedes dazu gehörige Fundamentalintegral durch den Ausdruck 
y, = z/e "de 
bestimmt ist, also das allgemeine Integral die Form hat 
| " —/pıde 
y= c+rea/[e’ ds; 


dann würde aber nach (2.) die Beziehung bestehen 


fe "de = 4 (€ ER 2 


worin p eine algebraische Funetion bedeutet, und da ich in meinen „All- 


gemeinen Untersuchungen“ 5. 15 gezeigt habe, dass eine solche Beziehung 
nur eine lineare sein kann, so wird auch zwischen y und y' eine lineare 
Beziehung bestehen müssen, was grade gezeigt werden sollte. 
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Ill. Ist endlieh m =». so lauten die vier höchsten Glieder 


IB | | en 
) By”, 0.” A p: A Bi, pP: Buy” } s 


(Bu —A,- 
d.r 
woraus wiederum » = 0 folgt, so dass also die Schlüsse des zweiten Falles 
unverändert bleiben. Wir finden somit durch diese einfachen, wie wir 
nachher sehen werden, auf höhere Differentialgleichungen übertra&baren 
Schlüsse, dass eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 
y = Fia,y), 

in welcher F eine rationale Function von y bedeutet, nur dann ein nicht algebra- 
isches Integral gemein haben kann, wenn F eine ganze lineare Function von y ist. 

Aber wir wollen die Untersuchung der linearen homogenen Ditferential- 
gleichung auch noch für andere algebraische Formen der F-Funetion als 
rationale durchführen und uns für die verschiedenen Formen stets anderer 
Methoden bedienen, die wieder in speciellen Untersuchungen für Ditferential- 
gleichungen höherer Ordnung Anwendung finden. Vor allem ist leicht ein- 
zusehen, dass # nicht die Lösung einer mit Adjungirung von y irreductibe!n 
algebraischen Gleichung 


6) F=f 


sein kann, worin f eine x algebraisch enthaltende rationale Funetion von 
y bedeutet; denn durch Einsetzen dieses Werthes in die partielle Ditferential- 
gleichung (3.) folgt 
= + 5 F+np,f+npyF' = Q\, 

welehe Gleichung, da f und dessen Ableitungen rationale Funetionen von 
x und y sind, vermöge der Irreduetibilität von (Ö.) für den Fall, dass » >2, 
die nach dem Früheren auszuschliessende Bedingung ps = U nach sich zieht. 
und es bleibt somit, um überhaupt die Möglichkeit von (6.) festzustellen, 
nur noch der Fall» = 2 zu untersuchen übrig, für den sich aus der letzten 
Gleichung die beiden identisch zu befriedigenden Gleiehungen ergeben 

Be 

U Ze 
von denen die erste 

f= -py+r, 

und hiernach die zweite 


Journal für Mathematik Bd. XCVl. Heft 2. 
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‚ dp, dr j 6:; 
Ver RETN 


dx 





liefert, welche wiederum, da sie identisch durch alle x und y erfüllt sein 
muss, die Beziehungen giebt 











dp, . dr ö 
- = —2p,P:, = —2pır; 





dx 





aber die mit Hülfe der ersten Relation umgeformte Difterentialgleichung (1.) 


’ 


p; 
) 


2 


y—-3-y+py = 0 


hat, wie man unmittelbar sieht, ein Integral von der Gestalt 
/V pad 
e 


Y _ 
und besitzt daher wiederum ein algebraisches Integral erster Ordnung 


y = iyVp., 
was zu erweisen war. Ebenso einfach ist die Discussion für den Fall, 
dass in der die algebraische Function F definirenden irreduetibeln alge- 
braischen Gleichung die beiden auf das höchste folgenden Glieder tehlen, 


also F durch die Gleichung definirt ist 


.[ 


s i .) F’1 f; Fri fı F' - + DS: . f. ER 0. 


indem die partielle Difterentialgleiehung die Form annimmt 


of; 'n--3 of, ns | v / Y N In—1l ı / IN In—+ L 
u F + ( dy l ++ )F-(pı F+py) (nF""+-(n-B),F"*+--) = 0 
oder 


pınF"+pnyF" "+. =, 
weiche wegen (.) p =), also wieder die Eristenz eines algebraischen homo- 
genen linearen Integrales erster Ordnung nach sich zieht. Schwieriger ge- 
staltet sich nach dieser Methode die Untersuchung für den Fall, in welchem 
die die Funetion definirende irreduetible algebraische Gleichung alle Glieder 
enthält, und es mag genügen, an dieser Stelle zu bemerken, dass, wenn F 
die irreduetible Gleichung 
8) F+HfF+HhRF ++ = 0 

befriedigt, offenbar alle Lösungen dieser Gleichung der partiellen Differential- 
gleichung genügen werden, und dass daher, wenn man (3.) mit F* multi- 
plieirt, statt F der Reihe nach die Lösungen F,, F,, ... F, der Gleichung 
8.) setzt und alle Gleichungen addirt, sich mit Anwendung der bekannten 
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Bezeichnung für die Potenzsummen einer alzrebraischen Gleichung das 
System der zu diseutirenden Gleichungen ergiebt 
1 Os241 1 08; 2 


zn m A+2 +p1S; ırPYy8s; = () 


oy 


+1 0x 


i 





mi 1, 2... -Ll 

Die hier für die Zusammenstellung einer linearen homogenen Ditte- 
rentialgleichung zweiter Ordnung mit einer algebraischen Ditferentialgleichung 
erster Ordnung befolgte Methode kann auch für ähnliche Untersuchungen 
bei Differentialgleichungen höherer Ordnung verwendet werden, und wir 
wollen, um eine Anwendung hiervon zu geben, die Frage aufwerfen, ob 
eine lineare homogene Ditferentialgleichung dritter Ordnung 

9) "ty" tpy'+py = 0 
mit einer algebraischen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
10) 4 = Fag,y 

in welcher F eine ganze Funetion der in der Klammer enthaltenen Grössen y 
und y bedeutet, ein Integral gemein haben kann, das nicht schon einer 
algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung angehört. Da aus (10. 
dureh Ditferentiation 
Or or ,,o. 
»- + =—y+orfF 


? m — 
J OX oy* cy 

folgt, so wird vermöge (9.) und der für das gemeinsame Integral gemachten 
Voraussetzung die Gleichung 

ar BE Ar 


r —4 -— Fin F+nu+n.u4 = 0 
Or Ü oy I oy "Pi P:y TP3Y 


(11.) 


für alle x, y, y' identisch zu erfüllen sein; wird nun die in ihren Argu- 
menten ganze Function F in die Form gesetzt 


Fa,y,y) = Ba, y)W+ Bio, yet Ba, y), 
so folgt aus (11.) 
oB ‘oB | | Ä 
0 471L..4-(vB ur LeN.g + Eden MEI Lo). L | 

är 9 +++(yBuy + )y ay y’+ + )(Buy’ Hp By’ )+py +py = U 
und somit wegen der Identität der Gleichung 

kn 1 u ng... iz 

oy oy ey | 


d.h. B,, B,,.... B, , von y unabhängig, während der Üoeffieient von y’ 


die Beziehung liefert 


17% 
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oB, oB, er 
Be + 0a! -+Ppı B+t2:p = Q, 


y 


worin &= 1, wenn 7=1, sonst = 0 ist; daraus folgt aber, dass Er 


von y' 


unabhängig, also 

B, = Ay+B 
ist, worin A und B algebraische Funetionen von x bedeuten, und dass F 
die Gestalt annimmt 


F(a,y,y) = Bea)y+B (a) "+ +B,(@)y+Ay-+B, 
welcher Ausdruck wiederum in (11.) eingesetzt die Beziehung liefert 
‚dä Ib IB, , . u \ 
Y G + + +4 (Buy "+ )y+A(Ay+B+B,y’ +) 


de " dx 
+p(Ay+ B+Buy’+)+py+py = 0; 
da aber die Gleichung eine identische, also, wenn „>1, yB,=0 sein 
müsste, so folgt = 1, also 
Fix, Y; y) ee. Ay+ buy+B, 

vorin A, B,. B algebraische Functionem von x bedeuten, und wir erhalten 
den Satz, dass, wenn eine homogene lineare Differentialgleichung dritter Ordnung 
mit einer algebraischen Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche die zweite 
Ableitung als ganze Function der abhängigen Variabeln und deren erster Ab- 
leitung definirt, ein Integral gemein hat, welches nicht schon einer algebraischen 
Differentialgleichung erster Ordnung angehört, die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung eine homogene lineare sein muss. 

Es ist leicht zu sehen, wie man mit Hülfe ähnlicher Schlüsse 
diese Betrachtungen auf Differentialgleichungen beliebiger Ordnung er- 
weitern kann. 

Nachdem wir gezeigt, wie man in gegebenen Fällen die Frage, die 
wir am Anfange der Arbeit aufgeworfen, beantworten kann, wollen wir 
nunmehr die Untersuchung ganz allgemein angreifen und nach den Bedin- 
gungen fragen, unter denen eine lineare homogene Differentialgleichung 
m!" Ordnung 

12) Prey rg = 0 | 
ein Integral y, mit einer algebraischen Differentialgleichung niederer, der 
uten, Ordnung 
18. ETF. N ed 


semein habe, wenn ?,. Pax»: ?m entweder rationale Funetionen von x oder 
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aus solchen Irrationalitäten von x rational zusammengesetzt sind, wie sie 


in rationaler Form in den Coeffiecienten der rational gemachten und in 
Bezug auf den höchsten Differentialquotienten als irreduetibel vorausgesetzten 
Gleichung enthalten sind, und ferner das gemeinsame Integral y, nicht schon 
einer Differentialgleichung von niederer Ordnung als der u" angehört, für 
welche die Coeffiecienten der in der abhängigen Variabeln und deren Ab- 
leitungen rational gemachten Gleichung rational aus den Irrationalitäten in 
z zusammengesetzt sind, die in p,, ... p,„ enthalten sind. Da nach bekannten 
Sätzen *) unter den gemachten Voraussetzungen sämmtliche Integrale der 
Differentialgleiehung (13.) auch der Gleichung (12.) genügen, so wird, wenn 
Yo Y35 +++ Ym m—1 Integrale von (12.) bezeichnen, welche mit y, zusammen 


3m 


ein Fundamentalsystem bilden, das allgemeine Integral von (13.) die Form 
haben müssen 

(14) Y= Ry+Ry-+:--+R,y.; 
worin R,, R.. ... R 


hy hs... 4, sein werden. Greifen wir nunmehr m willkürliche Integrale 


bestimmte Funetionen von u willkürlichen Constanten 


m 


von (13.) heraus 





f, = R,.y: +R..9: Da KnY 
ai = ih tan + +. 
(19. " 
Y, R.ıyı + R..y: + + BumYn; 
so kann entweder die Determinante 
mie; 
D — u ur A 
R, R R 


m] m? en mm 


verschwinden oder nicht; verschwindet dieselbe, so könnte man im Allge- 
meinen ein anderes System von particulären Integralen der Differential- 
sleichung (13.) herausgreifen, für welches die Determinante D nicht Null 
ist, vorausgesetzt, dass dies überhaupt möglich ist — was offenbar nicht 
zu sein braucht, wie man schon aus der Annahme erkennt, dass die Glei- 
chung (13.) eine homogene lineare ist, in welchem Falle je m Integrale in 
einer homogenen linearen helation stehen — und es werden somit nur die 


*) Siehe „Allgemeine Untersuchungen ete.“ $1. 
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beiden Fälle zu betrachten sein, in welehen D nicht verschwindet, oder 
diese Determinante Null wird für jede willkürliche Wahl von m partieulären 
Integralen. Bleiben wir zuerst bei der zweiten Annahme stehen, so würde 
ottenbar, wenn D“"" Unterdeterminanten der (m—1)!e" Ordnung von D be- 
zeichnen, 





D"’Y,+D""’Y.+--+DEY, = 0 


m 


sein, und somit eine homogene lineare Relation zwischen Y,. Y;,...Y, be- 
stehen, wenn nicht etwa alle Unterdeterminanten (m--1)'* Ordnung verschwin- 
den; multiplieiren wir dann die m—1 ersten Gleichungen des Systemes (15. 


mit den zur ersten Vertiealreihe der Determinante 


A 
Ip ie Sit 
ie VER AB 


»ehörigen Unterdeterminanten (m 2)!" Ordnung DW, DW, ... D7=®, so 
werden bei der Addition der m—1 Gleichungen alle Vertiealreihen der rechten 
Seite Null werden, da die erste eine Unterdeterminante (m— 1)!" Ordnung ist, 
welche der Annahme nach verschwindet, die folgenden m—2 Vertiealreihen 
vermöge bekannter Identitäten Null werden, und die letzte Verticalreihe 
R,., Ro... ..- R,_,„. mit den Unterdeterminanten (m—2)'* Ordnung nach 
der ersten Vertiealreihe multiplieirt enthält, also die Unterdeterminante 
(m— 1)!" Ordnung 


R.: R\;; R, 
R,, R,; R,, 
| R„_ı 2 R,, 13 u R 


m—1im 


repräsentirt, welche wiederum der Annahme nach verschwindet; es ist daher 


DY»Y,+D"9Y, +. -+DUPY,.-' = 0, 
also eine lineare homogene Relation zwischen Y,, Y.,... Y,_, und zwar für 


je m—1 der m Integrale Y,, Y., ... Y„. Solche Relationen würden nur 
dann wieder nicht existiren, wenn alle Unterdeterminanten (m—2)ter Ordnung 


verschwinden, in welchem Falle ähnlich wie oben 
DW? Y+D"®Y,+--+D"ZDY = (0 


m—? m—') 


sich ergeben würde, und schliessen wir so weiter, so würde unter der An- 
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nahme, dass alle Unterdeterminanten von D bis zur zweiten Ordnung hin 
verschwinden, endlich eine Relation von der Form 


D®Y+DV®Y, — 0 


folgen, welche nicht stets identisch befriedigt sein kann, weil nicht alle 
Elemente der Determinante D verschwinden — wir können daher behaupten, 
dass, wenn die Determinante des Systemes (15.) verschwindet, jedenfalls 
zwischen m oder weniger partieulären Integralen von (13.) eine homogene 
lineare Relation stattfindet, oder anders ausgedrückt, indem wir für eines 
der Y das allgemeine Integral von (13.) wählen können, dass das allee- 
meine Integral durch m—1 oder weniger partieuläre Integrale homogen und 
linear mit constanten Coefficienten ausgedrückt werden kann. Ist die Deter- 
minante D jedoch von Null verschieden, dann liefert das System (15. 
Yır Yar > ++ Ym homogen und linear durch Y,, Y..... Y, ausgedrückt, und 
wir erhalten somit durch Einsetzen dieser Werthe in (14.) das allgemeine 
Integral Y der Differentialgleichung 


dee) 


® 
ın 


(15.) homogen und linear durch die 
m partieulären Integrale Y,, Yı,... dargestellt: es folgt daher in allen 
Fällen der nachstehende Satz: 

Hat eine homogene lineare Differentialgleichung m’” Ordnung mit einer 
algebraischen Differentialgleichung niederer Ordnung ein Integral gemein. das 
nicht schon einer gleichartigen Differentialgleichung noch niederer Ordnung 
angehört, so lässt sich das allgemeine Integral dieser algebraischen Differential- 
gleichung homogen und linear durch m particuläre Integrale derselben in der 
Form ausdrücken 


Y 5.5; +S,Y; ... Ss } . 


worin S,,. 85. ... S, Functionen von so viel Constanten bedeuten, als die 


Ordnung der Differentialgleichung anzeigt, welche auch zum Theil verschwin- 
den können. 


So hat z. B. die lineare Differentialgleichung 
y—äy+2y = 0 
mit der Differentialgleichung erster Ordnung 
Y’—(AY+D)Y-+Y(4Y-+V v 
das Integral 
ys=-erE6 


gemein, daher muss sich das allgemeine Integral der letzteren durch zwei 
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oder eines seiner partieulären Integrale ausdrücken lassen; in der That ist 
das allgemeine Integral 

Y= ce+ce”, 
und es besteht daher, wenn Y, und Y, zwei den Constanten e, und 6, ent- 
sprechende partieuläre Integrale bedeuten, zwischen dem allgemeinen und 
den beiden partieulären Integralen die Beziehung 


Ye ee 
r.,. & 6&| = 
Yo © 


zur Vorbereitung für das Folgende mag noch erwähnt werden, dass die 
Difterentialgleiehung erster Ordnung und zweiten Grades durch die alge- 
braische Substitution 

Y= z+2° 
in eine reduetible Gleiehung in z und z übergeht, von welcher ein Factor 
gleich Null gesetzt die homogene lineare Differentialgleichung 

3-3 = (0 
liefert. 

Mit Hülfe des eben bewiesenen Satzes können wir aber schon in 
der Beantwortung der Frage, welche den Gegenstand der vorliegenden 
Arbeit bildet, einen Schritt weiter gehen, indem wir eine Vergleichung 
der beiden Irreduetibilitätsdefinitionen für den Fall anstellen, dass eine lineare 
homogene Ditferentialgleichung mte Ordnung 

(16) y+py" + +puy = 0 
ein nicht algebraisches Integral mit einer Differentialgleichung erster Ordnung 


AR) yo fe, y) 
gemein hat, welche wir in Bezug auf y als algebraisch irreduetibel mit 
Adjungirung von x und y voraussetzen dürfen. Nach dem oben bewiesenen 
Satze muss dann nämlich das allgemeine Integral von (17.) durch m par- 
ticuläre Integrale in der Form ausdrückbar sein 


(18.) Y == Ry-+Ry-+-- +R,Yu: 


worin R,, R,, ... R, Funetionen einer willkürlichen Constanten e bedeuten, 
die auch zum Theil verschwinden können; nun habe ich aber früher”) nach- 


u a — 


*) S. meine Arbeit „Ueber die einer beliebigen Differentialgleichung erster Ordnung 
angehörigen selbständigen Transcendenten“ Band 3 der Acta mathematica. 
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sewiesen, dass unter allen algebraischen Differentialgleichungen erster 
Ordnung nur die in der Form 
1) yo na)trnayt ey 

enthaltenen und die aus diesen durch algebraische Substitution abgeleiteten 
die Eigenschaft besitzen, dass sich ihr allgemeines Integral als eine alge- 
braische Function einer bestimmten Anzahl partieulärer Integrale ausdrücken 
lässt, und zwar galt für alle Differentialgleichungen der Form (19.) die 
Beziehung 

ya | 

Yı oh 1 | 

:0 oder y= Se 

% GN 1 © N —y)Trey—y 

yo 1 
und es bleibt somit nur zu untersuchen übrig. in welchen Fällen die lineare 
Differentialgleichung (16.) mit der Differentialgleichung (19.) oder einer dureh 
algebraische Substitution aus dieser hergeleiteten ein nicht algebraisches Inte- 
oral gemein haben kann. Nun folgt aber aus (19) dureh Ditferentiation 
unmittelbar 


y = wtowytWy-2gy, 
rn n z u Er: _ ) = 2, + 
Y - AWTAYTRY TRY TI Y, 
y"’ = m +0 yo y tr 4 o,y'+m!p”y 


worin die Grössen w, %, ... » algebraische Funetionen von . bedeuten, 
und die Gleichung (16.) nimmt somit für «das gemeinsame Integral durch 
Einsetzen dieser Werthe die Form 
m'pry"+P,y"+ P,ıy""+--+P,_y-+P. 0 
an, worin P,, ... P,„ wiederum algebraische Funetionen von = sind: da 
aber y keine algebraische Funetion von x sein soll, so muss diese Glei- 
chung eine identische, also 9=0 sein, d.h. die Gleiehung (19.) in die 
lineare Differentialgleichung 
(20.) Y fü r YıY 
übergehen, und es bleibt somit nur noch die Frage zu erörtern, ob die 
Ditterentialgleichung (16.) mit einer dureh die algebraische Substitution 
21) z= Fe, 
aus der Gleichung 
(22.) y — put p Y+ Y y: 
Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 2. 18 
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abgeleiteten algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 
23) f3,2) = 0 


ein nicht algebraisches Integral gemein haben könne oder, was offenbar 
dasselbe ist, ob zwischen einem Integrale von (16.) und einem solchen von 
22.) eine algebraische Beziehung von der Form 

yı = Fa,Yı) 


existiren könne. Da aber oben bewiesen worden, dass das allgemeine In- 
tegral der Gleichung (23.) sich unter der gemachten Voraussetzung ganz 
und linear durch m partieuläre Integrale ausdrücken lassen muss, so wird 
sich vermöge (21.) die Beziehung ergeben 


(24) F(a,Y) = R,F(@, Yı)+R,F(@, Y.)+-+R,F(e, Y,), 


wenn Y,. Y:, ... Y, particuläre Integrale der Differentialgleichung (22. 
und AR, R..... R, Funetionen einer willkürlichen Constanten bedeuten. Da 
aber nach der oben angegebenen Beziehung zwischen vier Integralen der 
Gleichung (22.) die Gleichung (24.) in 
F(&.Y)— RF(x, Y,)+R,F(a, Y)+R,F, Y)+Z,R, ne p- al 
(4, 4,)te(4,—H,) 
übergeht, so ist unmittelbar zu sehen, dass dieselbe nur dann mit der Relation 
KILL DIE) 
c,(Y,—Y,)+ce(Y,—Y,) 


zwischen dem allgemeinen und drei partieulären Integralen zu vereinigen 


Y == 


ist. wenn 
Fia,y, = Pitpl 
Br. tm) 
ist, worin Po. Pıs 9, 9ı Algebraische Funetionen von x bedeuten, und macht 
man auf die Difterentialgleichung (22.) die Substitution 


, +p Y r +rz 
—— in oder Y=-———., 
do Tr I } s,T 8,2 
so geht (dieselbe wegen 
Y ze For BL 2 ) > 7 18 Tr S s)(r, r £ 3) 2 Mntr, DICH +S; )] 


. (8, Tr 5, ) 

in 

PX 2 Vı,+V,z+V.2° 
über, worin F,, V,, V, algebraische Functionen von x sind; aber diese Glei- 
chung kann, wie oben gezeigt wurde, nur, wenn V,;=0 ist, ein Integral 
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mit der Differentialgleichung (16.) gemein haben, und wir erhalten somit 
den Satz: 

Eine homogene lineare Differentialgleichung m!“ Ordnung kann mit einer 
algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung nur dann ein nicht alge- 
braisches Integral gemein haben, wenn letztere eine lineare oder eine durch 
algebraische Substitution aus einer linearen abgeleitete Differentialgleichung ist. 

Habe nun die lineare homogene Differentialgleichung m’ Ordnung 
(16.) mit der linearen Difterentialgleichung (20.) ein nicht algebraisches 
Integral gemein, so wird auch nach bekannten Sätzen das allgemeine Inte- 
sral derselben 
(25. y= ce/P" ch, 
worin 

DD — e/rz (pe 4 dr 


ist, also auch für c=0 & selbst ein Integral von (16.) und somit aueh 
wiederum 

y = efm“ 
ein partieuläres Integral ebenderselben Ditferentialgleichung sein, diese so- 
mit das Integral erster Ordnung 

y=Yıy 
besitzen, und wir erhalten weiter das Resultat: 

Wenn eine homogene lineare Differentialgleichung m’ Ordnung mil 
einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung ein nicht algebraisches 
Integral gemein hat, so hat sie auch mit einer homogenen linearen Differential- 
gleichung erster Ordnung und so weit deeken sich die beiden Irredueti- 
bilitätsdefinitionen — oder mit einer durch algebraische Substitution aus einer 
solchen abgeleiteten ein Integral gemein. 

Sei als Beispiel für das letztere die Ditterentialgleichung 

26.) y7—6y'+1lly—6by = 0 
angeführt, für welche das partieuläre Integral 
(27.) y= e’+te”+e" 
einer Differentialgleichung erster Ordnung 
(28) Fiy,y) = 0 
genügt, die man durch Elimination von e” aus (27.) und deren Ableitung 


Ir 


y = e’+2e’’+B3e 


7% 
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erhält, und für welche, da ihr allgemeines Integral durch 


y di ce’ + Ce et e e?® 


vegeben ist, die zwischen dem allgemeinen und drei partieulären Integralen 


bestehende Beziehung gilt 


oa 6 


00668 


man sieht ferner unmittelbar, dass die Gleichung (28.) durch die algebraische 
Substitution 
y= 2z+2°-+32 
aus der homogenen linearen Differentialgleichung 
ss =3 
abgeleitet ist. 

Ich habe bereits in meinen „Allgem. Untersuchungen“ nachge- 
wiesen, dass, wenn eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit einer nicht linearen Differentialgleichung erster Ordnung ein 
nieht algebraisches Integral gemein hat, nothwendig je zwei Fundamental- 
inteorale derselben in einer algebraischen Beziehung stehen müssen — wir 
wollen hier im Anschluss an den oben gefundenen >Matz das analoge 
T'heorem erweisen: 

Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung”) m'®” Ordnung mit einer 
durch algebraische Substitution aus einer homogenen linearen Dijferentialglei- 
chung erster Ordnung abgeleiteten nicht homogenen linearen ein nicht alge- 
braisches Integral gemein hat, so stehen zwei Fundamentalintegrale der ersteren 
in algebraischer beziehung. 


Denn Ist 


+ 


(29.) we 


\ 


die homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung, aus welcher 
dureh die algebraische Substitution 

‘ | a‘ 

80.) y = Fia,:) 


die Differentialgleiehung erster Ordnung 


oO 


®) Die Erweiterung dieses Satzes auf nicht homogene lineare Differentialglei- 
chungen beliebiger Ordnung ist unmittelbar ersichtlich. 
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f(a,y.y) = 0 

abgeleitet worden, welche ein nicht algebraisches Integral y, mit (16. 
vemein hat, so wird man die Beziehung (30.) für y=y., 2=z2, als eine 
algebraische Relation zwischen einem Integrale von (16.) und einem solchen 
von (29.) ansehen können, und da eine solche, weil y, nicht algebraisch 
sein sollte, nach einem bekannten Satze erhalten bleibt, wenn z, dureh ein 
anderes Integral von (29.) ersetzt wird, vorausgesetzt, dass man für y, ein 


passendes Integral von (16.) substituirt, so wird man die beiden Gleichungen 


7 
erhalten 
,=Fla,s), »=Fff(z, cs), 
woraus sich durch Elimination von z, die gesuchte algebraische Beziehung 
zwischen y, und 9, ergiebt”). die offenbar selbständige Integrale der Ditte- 
rentialgleichung (16.) sind — denn wäre für willkürliche e stets y, ein con- 
stantes Multiplum von y,, also 
F(z,c23,) = mF(r, z 

worin e willkürlich und m davon abhängig ist. so würde sich aus diese: 
Gleichung, welche, weil z, nicht algebraisch ist, eine in z, identische sein 


muss, dureh Differentiation nach e und z; 


*=) Es mag hier noch bemerkt werden, dass, wenn für eine lineare homogene 
Differentialgleiehung (16.) eine algebraische Beziehung 
Y, F(r,y,) 
zwischen zwei partieulären Integralen stattfindet, diese Differentialgleichung noth 
wendig reductibel sein muss; denn aus 


oF :' 
Y ' u. 
w. or cy, J 
o’F oF 
Y. me ) 
os O2" oy, 
o"F oF | 
y\ ) - > + .. L - y ) 
& Or" coy 
folgt dureli Einsetzen in (16.) dass 
A —. ken . | e 
Iy\" “ p,y\ aaa 9. Pin ı | 1 Y [2,y.. Y N y 1) () 
ey, 
oder 
oF _ / ie 
"PnmY, : T PI8, Y,,Yıı --- Yy )=WV 


oY, 
und man sieht genau so, wie ich es für Differentialgleichungen zweiter Ordnung au! 
Seite 17 meiner „Allg. Untersuchungen“ gezeigt habe, dass der Ausdruck g nieht 
identisch verschwinden kann, die obige Gleichung somit eine algebraische Differential 
sleichung (m—1)'" Ordnung definirt, welche y, zum Integral hat. 




















142 Königsberger, Irreductibilität der linearen Differentialgleichungen. 

























oF(z, cz,) dm 7 \ oF(x, cz, ) dF(x, z,) 
E— 3, = F(x ınd - U eo=pn —iU 
dez, de ( A A dez, " . ds, 


ı = 


also durch Division 
dF(z,2) _ ce dm ds, 
Fxz2) md z, 


ergeben, welche für die Form der F-Function 
F(x,3) = 91.2” 
liefert, worin g, eine algebraische Funetion von z und 2 eine Uonstante 
bedeutet; aber dann würde die aus (29.) durch die Substitution (30.), welche 
in diesem Falle 
y= 91.23 


lautet, abgeleitete Differentialgleichung wegen 


’ 


y = 9.3°+29,92” 
1 
Y+aPRY 
y = any 
Y 


übergehen, also y, schon selbst einer homogenen linearen Differentialgleichung 
genügen — es ist somit der oben ausgesprochene Satz bewiesen. 

Bevor wir nun in der allgemeinen Untersuchung weiter fortschreiten, 
mögen noch zwei specielle Sätze, welche sich den eben gefundenen Theo- 
remen anschliessen, hier Platz finden. Nehmen wir an, dass ein Integral 
y, der Gleichung (16.) auch einer algebraischen Differentialgleichung erster 
Ordnung angehöre, welche aus einer homogenen linearen erster Ordnung 
(29.) dureh eine in der abhängigen Variabeln der letzteren ganze Function 
abgeleitet ist, dass also die Beziehung bestehe 

Yyı = + W314 0,3, +40, 
so wird sich hieraus wieder nach dem Satze von der Erhaltung der algebra- 
ischen Beziehung das System der Gleichungen ergeben 


mn = +9,93 +WCH + +W,C 3, 

>» = +63, + WS t+W,C2, 
2 a 2 2 | N - u u 
Nurı 7 +9, 6,4131 + @C, 41317 7W9,„Cu+121> 


WOLN C, © 22. Cyy4ı Wwillkürliche Constanten, @,, ©,, ... ®, algebraische 
Funetionen von z und 7, 972, ++. 24,1 Integrale der Differentialgleichung 


(16.) bedeuten; da aber die Determinante 
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l e c, ec“ 
1 6 C, ec“ 
1 C +1 ©. +1 u TE” C', -1 
wegen der willkürlichen Wahl der e,,...e,,, nicht verschwindet, so tolgt. 


ar 


wenn @2,. 21. ».. ©@,3 als Unbekannte aufeefasst werden, 


nn / — f; \ — ... + 
W,2; % ı9ı ’ A,n; ‚ A, ı/u+1s 


/ 


worin A, As, ... A,;, Constanten bedeuten: es ist also w,z; ein Integral 


4 


der homogenen Differentialgleichung m’ Ordnung, und es wird sich daher, da 


5 a 
— = 5 


der homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung 
di w, + Awıg 
dx ‚ W; 

venügt, der Satz ergeben: 

Wenn sich das Integral einer homogenen linearen Differentialgleichung 
beliebiger Ordnung als eine mit variabeln algebraischen Coeffieienten versehene 
ganze Function eines Integrales einer homogenen linearen Differentialgleichung 
erster Ordnung darstellen lässt, so giebt es auch ein Integral jener Differential- 
gleichung, welches selbst einer homogenen linearen Differentialgleichung erster 
Ordnung genügt”). 

Und hieran lässt sich wieder leicht folgende Bemerkung knüpfen: 
bestehe jetzt allgemeiner zwischen y, und z, die algebraische Gleichung 
ytfhla, a)yi th a)yi 4 (2,3) =, 
welche mit Adjungirung von x und z, als irreduetibel angenommen werden 


soll, so folgt aus derselben nach bekannten algebraischen Prineipien 


Yı F\, (®, 3,)Yı "4 F.: (X, 2, Un TE P,.. >, 4), 
y, = Fı (&, 21)yi '+F. (z, 2,)y +--+F,, (, 2), 
(m) ,' fo N 1 N Fi -. r : Run. 
Yı F.ı (2, 21)Y1 £ F 3: T, 2,)Y; DE Fa T, |)» 


worin die F-Funetionen rational das Integral z, enthalten; setzt man nun 
(m) 


Yı. Yı. .... Yyı 
Gleichung von der Form 


in die Differentialgleichung (16.) ein, so ergiebt sich eine 


*) Es ist leicht zu sehen, dass die obigen Schlüsse auch für negative z -Potenzen 
bestehen bleiben. 
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Pe, 2) y +P.(a, 2) + +P, 8,3) = 0, 
welche wegen der Annahme der Irreduetibilität der die Grösse y, definiren- 
den Gleichung z'°" Grades identisch verschwinden muss; hieraus folgt aber, 
dass alle Lösungen jener Gleichung z'®® Grades Integrale der Gleichung 
16.) sind und somit auch die Summe aller, also 


y = h(@, 21) 
ein Integral der homogenen linearen Differentialgleichung m'° Ordnung; ist 
daher f,(@w, z,) eine ganze Function von z,, so würde wieder der vorige 
Satz anwendbar sein, und es ergiebt sich somit das folgende 'T'heorem: 

Ist ein Integral einer homogenen linearen Differentialgleichung beliebiger 
Ordnung eine solche algebraische Function eines Integrales einer homogenen 
linearen Differentialgleichung erster Ordnung, deren zweites Glied eine ganze 
Function vorstellt, so giebt es immer ein Integral der ursprünglichen Differential- 
gleichung, welches selbst einer homogenen linearen Differentialgleichung erster 
Ordnung angehört”). 

[ch wende mich nunmehr wieder zu der allgemeinen Betrachtung 
zurück, die mit dem Ergebniss schloss, dass, wenn eine lineare homogene 
Ditterentialgleichung m’ Ordnung mit einer algebraischen Differentialgleichung 
erster Ordnung ein nicht algebraisches Integral gemein hat, die erstere - 
um nur das Wesentliche hervorzuheben — im Allgemeinen auch mit einer 
homogenen linearen Ditferentialgleichung erster Ordnung ein gemeinschatt- 
liches Integral haben wird — dass sich also die beiden Irreduetibilitäts- 
definitionen noch in gewissem Sinne decken. Dass dies aber schon bei 
der Vergleichung mit algebraischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
aufhört, lässt sich aus folgendem einfachen Falle ersehen, in welchem eine 
homogene lineare Differentialgleichung dritter Ordnung mit einer algebra- 
ischen, nicht zerlegbaren und nicht linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung ein Integral gemein hat, ohne dass jene Differentialgleichung 
dritter Ordnung mit einer anderen linearen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung ein gemeinsames Integral besitzt. Sei nämlich die lineare Differential- 
oleichung zweiter Ordnung gegeben 

(31) yıpytpy =, 
und setzt man 


*) Der Satz besteht offenbar auch mit der in der letzten Anmerkung gemachten 
Erweiterung. 
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so folgt leicht die Differentialgleiehung zweiter Ordnung 


(32.) 222 —z2 + 2pı33 +4p,3’ — () 
oder 


er 
2— +) +2m(-)+4p. = 0, 
welche das allgemeine Integral 
3 = (ayıt age) 


besitzt, wenn y, und y, zwei Fundamentalintegrale von (31.) bedeuten. Ditte- 
rentiirt man die Differentialgleichung (32.), so erhält man die bekannte Ditfe- 
ventialgleichung dritter Ordnung 
(33) 2 +3p93 +(p +4p+2pi)2+2(m+2pp:)3 = 0, 

deren drei Fundamentalintegrale y,, yıY.. 9; sind. Die Differentialgleichung 
33.) hat somit die Funetion y; als Integral mit der Differentialgleichung 
32.) gemeinsam, aber es lässt sich leicht einsehen, dass keines ihrer in 
dem allgemeinen Integrale 


3 GYyır oyıy. +6; Y 


enthaltenen Integrale auch zugleich einer Znearen Ditterentialgleichung 


„weiter Ordnung angehören kann”); denn angenommen, es genügte für irgend 
eine Wahl der willkürlichen Constanten der Ausdruck 
2; 1,9Yy + 1995-4 1139 
der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
a Be > n 
= +1 #1 7 I 01 ._ pP . 
”=) Daraus folgt offenbar, dass es auch nieht einer linearen Differentialgleiehung 
erster Ordnung genügen kann; es mag hier als unmittelbar ersichtlich die Bemerkung 
hinzugefügt werden, dass, wenn zwei Funetionen y, und y, zwei homogenen linearen 


Differentialgleichungen erster Ordnung 
y,.= u. y,‚= Y.-]; 
zenügen, der Ausdruck 
= c Y, 1 C,Y,, 
worin ce, und ce, willkürliche Constanten bedeuten, das allgemeine Integral der homo 
genen linearen Differentialgleichung 
z | l 
z f f. > 
i 
rn ») f ” ».) Y 
FR > I+h HP 
sein wird. 
Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 2. 





Transeendente 





eintritt: 


Ditferentialgleichungen zweiter Ordnun 


als algebraische Funetionen von 


man darstellen kann. nicht stets der Fall 


(2A N 
34.) 


Yıyyıyı = ce 


identisch sein kann, weil in die letztere Relation im Allgemeinen eine 
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so würde dieselbe vermöge der Werthe von z, und z, mit Benutzung von 
31.) in die folgende übergehen: 
G 1 ! 2 s 5 fa ’ ! ’ Fon } / 4 [4 19) 
2 yılpıyıt Peyı)—2uıyı —2nyıypt nyılpıyatPprge)t unge (PıyıtPpeyı)— Zug; 
. E . N ‘ air } 4 ı € ' 
+ 21,9, (piyp+Pp2y)—P, [2 u yıyı + oyı ya + 1 Yyı Yo 2 u, Y»Y:] 
—P;, u, y + wyıya + us Y:] = P;; 


diese Gleichung kann offenbar keine identische sein, weil 


uYy,Y: 


tortfallen, also u, = 1, = u, = 0 sein müssten, und sie wird daher eine alge- 
braische Beziehung zwischen y,. Y», Yı, 9, liefern, welche für zwei Funda- 
mentalintegrale einer jeden homogenen linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung stattfinden müsste und nicht mit der Beziehung 


(pıde 


aber eine solche 


pı =, also die letztere relation in 

Yıyı "-Yyyı = € 

ibereeht. und die Zusammenstellung der obiren Beziehung mit der letzten 
b Dem] ben) ben) 


T, Yı, 9: 
bekanntlich, wie man dureh Differentialgleichungen weiss, deren Integrale 


Ist. 


der Zusammenstellung von linearen Differentialgleiehungen beliebiger Ord- 
nung mit algebraischen Differentialgleichungen von höherer Ordnung als der 
ersten die oben angegebenen Irreduetibilitätsdefinitionen sich im Allgemeinen 
nicht mehr decken, und wir gehen nunmehr, nachdem dies festgestellt worden, 
wieder zu der oben geführten allgemeinen Untersuchung zurück, nach welcher 
sich, wenn eine homogene lineare Differentialgleichung mter Ordnung mit 
algebraischen Differentialgleichung niederer Ordnung ein Integral 
vemein hat, das nicht schon einer gleichartigen Differentialgleichung noch 
niederer Ordnung angehört, das allgemeine Integral dieser algebraischen 
Ditferentialgleichung homogen und linear durch m oder weniger partieuläre 
Integrale derselben ausdrücken lässt, und fragen jetzt nach der Beschaffenheit 
derjenigen algebraischen Differentialgleichungen 
Fa, 4, y, yo... y), 

tür welche das allgemeine Integral sich homogen und linear durch eine ge- 


jeziehung im Allgemeinen 
nicht bestehen kann, geht daraus hervor, dass für die Normalform der linearen 


liefern würde. was 


Wir sehen somit. dass bei 
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wisse Anzahl partieulärer Integrale ausdrücken lässt. Vor allem ist klar. 


dass die Anzahl der partieulären Integrale nicht kleiner als « sein kann. 
weil ein Ausdruck der Form 

Ry-+-Ry+-+Ry, 
in seinen Coeffieienten nur 4 Willkürlichkeiten einschliesst, also nieht das 
allgemeine Integral der Differentialgleichung (34.) repräsentiren kann. Sei 
nun die Anzahl der particulären Integrale „leich der Ordnung der Ditte- 
rentialgleichung, also 

(35. y= GYyıt oYy+' + Cc, Yu: 

worin €, €, ».. c„ Wwillkürliche Constanten bedeuten, so folet dureh Ein- 
führung dieses Werthes in (34.) die Beziehung 


(u—1) 


c,F(z,Yı,Yı,--$% + Flz, yo, Yo...) ++ +e,F(&,y.>Yu5...y 


7 N\ 
ID. 


|= Fr, y,+oy.+-- CuY us CıYı- CY- tl A yı“ -1) | r y5“ a r y\; 


u, 


welche für willkürliche Werthe der Grössen ec. 6, ... e, gültie ist. Diffe- 

rentiirt man (36.) nach eben diesen Grössen und setzt zur Abkürzune 
GYyıt oy +" +c,y.„=Y, 

GNntop+--+cy„=Y. ... cy Eye, ya) = Y 


so folgt 


oF(a, Y,Y,... 3% I, Or u Mal 
ö} dc öY J 
oF(z, 4 4 .. y(“ 1)) (u 1) Y 
"7 oe yWw-1) Y Fix, Yır Yır-»- Y 
BE oa, Jo-)) 
oY Y: Ay’ Y 
(IT. „cF@ BEER: he „en ie ; 
' ( yi“ 1) ! / / Y 
u u DIE Sat ara #9 Yua-1) 
- ur Sy Y 
co) f o) wi. 
a a ER : 
AR ya) Yy\, PR Yu ) 


nun kann aber die Determinante dieses Gleichungssystems 


Yı Y 2 a Y u 


Y, Y: Br 


(u—1) 


y\ 


(u—]1) (u—1) 


Y: 
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nicht verschwinden, weil dann bekanntlich zwischen yı, Y, -.. y. eine 
homogene lineare Relation mit constanten Coefficienten bestehen müsste 
und daher, was vorher als unmöglich erkannt wurde, sich nach (35.) das 
allgemeine Integral durch weniger als « partieuläre Integrale homogen und 
linear ausdrücken lassen würde; es wird somit das Gleichungssystem (37.) 
die Ausdrücke liefern 


öF(z,Y,Y',... Y@-D) 


on f, (u—1) (u—1) (u—1) 
oO} — foot, Y a. .0». Yı b) Y:, ... Y;5 >) .»... Yus ..*. Q u . 
oF(x I; Y ... y( ı)) x 
’ ’ 52 RT „(4u—1) „,(u—1) (u—1)\ 
(38) oy' Br ya, Yı> ++ Yı »Y2>.. 9%: ser Yusı + Yu /> 


/ 


OF(, Y, Y, ... Y(-D) (u—1) (u-1) (u—1)\ 
\ ..o9Yfwam = 9. ce sr Yusıı Ya , 


/ 


worin die g-Funetionen von den Grössen e,, ©&,... ce, unabhängig sind. 
und es behalten daher diese Differentialquotienten für ein bestimmt ge- 
wähltes Werthesystem von &, Yı> +»: U, 22. Yus+-- Yu > ihre Werthe 
bei, welche Werthe man auch für die willkürliehen Grössen e,,... e, setzen 
mag, Da man aber den Grössen ec, ©, ... e„ solche Werthe geben kann, 
dass die Argumente Y, Y,... Y“" willkürlich vorgeschriebene Werthe an- 
nehmen, weil die Determinante der y und ihrer Ableitungen nicht ver- 
schwindet, so werden jene Differentialquotienten (38.) von ihren Argumenten 
unabhängig sein, und es wird sich somit als Form der F-Funetion ergeben 
(39) F(a,Y,Y,.. Y4“) = P,Y+P,Y+--+P,-Y“"’+P, 
worin P, P,, -.. P,_,ı nur Funetionen von x sind und der Ausdruck für 
beliebige Werthe von Y, Y', ... Y“ eültig ist. Setzt man nun diesen 
Ausdruck in die Funetionalgleichung (36.) ein, so folgt unmittelbar 
Pla+o+-+c,—-l =, 
und daher wegen der Willkürlichkeit der Constanten P=0, also nimmt die 
Ditferentialgleichung (34.) die Form an 


u—1 


22} Bulle 20T Zu? 
und wir erhalten den Satz: 

Wenn für eine algebraische Differentialgleichung das allgemeine Integral 
eine homogene lineare Function mit constanten Coefficienten von ebenso vielen 
particulären Integralen ist als die Ordnung der Differentialgleichung anzeigt, 
so ist die Differentialgleichung eine homogene lineare. 
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Es bleibt somit nur noch die Frage nach der Beschaffenheit der 
Difterentialgleichung (34.) zu erörtern, wenn das allgemeine Integral durch 
mehr als « partieuläre Integrale linear, also in der Form 


4) y=SytSypt-+S,y, 

ausdrückbar ist, worin o >u und S,, S,. ...S, Funetionen der « willkür- 
liehen Constanten e,. &. ... e, sind. Führen wir den Ausdruck (40.) wie- 
der in die Differentialgleichung (34.) ein, so erhalten wir die Beziehung 
41. (SF, yay 7 )+S Fl, yayn..y + +8, Fa, yo, Yon... y6 
ia a F(z, Sıyıt+S,y,, Sıyı +4 Sy... D+ +8, yeD), 
und hierbei Können zwei Fälle eintreten, indem diese Gleichung eine in 
allen in ihr vorkommenden Grössen identische ist oder nieht. Ist das 
erstere der Fall — und dies wird dann stets eintreten, wenn die Differential- 
oleichung so beschaffen ist, dass keine algebraische Beziehung zwischen o 
ihrer partieulären Integrale und deren Ableitungen besteht so erhält man: 
aus (41.), wenn wiederum zur Abkürzung 


Syt+8y,=7% Syıt+Sy,=7,... Sy +. +8, ye? = Y% 


gesetzt werden, durch Differentiation nach yı, Ya... ya... y P,ye dy. yi“ 
die nachfolgenden identischen Gleichungen: 
DEIN; ı)) 


J 
o} 
OF, yayana Wi) _ EFF ya ya yet, OF(T, YosYor--- Yo 
es ey, öy. re a 
öF(z, Y, Y',... Y@-0) 
oY' 
(42.) OF(z, Yı, Yır-..yl =D) eye 
= dy' nee a0 5 a! . 
oF(«x, Y, y’ } ) 
e ya) 
oF(«, Yı: u, ... yır- 1)) ars. niet); y“ 1) 
oyi“ ) Ayla) 


v„ü0 


Da aber die hieraus sich ergebende Beziehung von der Form 


. / (u 1 )\ r . ! ( [7 1 ) 
(43.) OF\X, YasYar---Ya ) _ OF(n, ya Ya... yR 
\Ft9.) - (2) : n (4) 
OYı Oyp 


für alle Werthe der y und deren Ableitungen identisch befriedigt sein soll. 
so muss sie auch erfüllt sein, wenn y9 = y(* ist (2= 4 ausgenommen), und 
man erhielte: 
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n ! (4) (u—1) ” ! (4 e—1) 
oOF(z, Ya>Yas ++ Ya N -; ) nu OF(z, Ya, Ya; Ye ) 


707.) (d ) 
a oyg? 
woraus sich die Ableitung von F(z, Ya; Yaz ++ YE, ... y“ >) nach y\* genommen 


als unabhängig von y‘ ergiebt; also hat F die Form 


Wi; „@ (1) _ 
F(z, Yas Yas YO... ya) = Ly®+M, 
worin L und M Functionen von x, Ya. yED, yar9, ... y@» sind; da aber 


& dt ’ 


f (4) (4—1) 
OF(z, Ya» Ya; --- Ya > + Ya er 


öyi) = U 
vermöge der Gleichung (43.) unverändert bleiben soll, wenn y,. Ya, ... ya 
(dureh beliebige andere Werthe y;, Y3, --. 94° ersetzt werden, so wird 1. 
von allen diesen Grössen unabhängig, also eine reine Funetion von x sein 
müssen, während M von den übrigen Grössen abhängt; verfährt man genau 
so mit den anderen Argumenten der F-Funetion, so erhält man schliesslich 
die Form 

Fa, y ya y 9) = Ty+ Tytr +”, 
indem die Functionalgleichung (41.) wieder das von y und dessen Ableitungen 
freie Glied verschwinden lässt, d. h. die Differentialgleichung (34.) muss 
eine homogene lineare sein — ist dies also nicht der Fall, so darf die 
erste der gemachten Voraussetzungen, nämlich die, dass die Gleichung (41. 
eine identische ist, nicht stattfinden, sie muss vielmehr einen algebraischen 
Zusammenhang zwischen den in ihr enthaltenen Grössen liefern, und wir 
erhalten den folgenden Satz: 

Hat eine nicht homogene lineare Differentialgleichung die Eigenschaft. 
dass ihr allgemeines Integral sich durch eine heihe von partieulären Integralen 
in homogener linearer Form mit constanten Coefficienten ausdrücken lässt, so 
muss zwischen diesen particulären Integralen und deren Ableitungen eine alye- 
braische Beziehung stattfinden, 
und in Verbindung mit dem vorigen den weiteren: 

Hat eine homogene lineare Differentialgleichung mit einer Differential- 
gleichung niederer Ordnung ein Integral gemein, das nicht schon einer Diffe- 
rentialgleichung noch niederer Ordnung angehört, so ist jene algebraische Diffe- 
rentialgleichung entweder wieder eine homogene lineare, oder es findet zwischen 
ihren particulären Integralen und deren Ableitungen ein algebraischer Zusammen- 
hang statt, 

wie dies in der That für die linearen homogenen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung sich ergeben hatte. 
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Es mag schliesslich noch auseinandergesetzt werden, wie die Dis- 
eussion der Form einer solchen algebraischen Beziehung zwischen partieu- 
lären Integralen und deren Ableitungen für eine algebraische Ditferential- 
sleichung, welche ein Integral mit einer homogenen linearen Ditterential- 
eJeichung höherer Ordnung gemein haben sollte, angegriffen werden kann. 
Sei die in Rede stehende Beziehung 

(44)  w(z, Yır, Yar ++ Yos Yır Yar--- £. ee) ed, 
so wird nach dem Satze von der Erhaltung der algebraischen Beziehung 
zwischen Integralen von Differentialgleicehungen und deren Ableitungen die 
Gleichung (44.) unverändert bleiben, wenn man für ein Integral y,, von 
dem vorausgesetzt war, dass es nieht schon einer algebraischen Differential- 
sleichung niederer Ordnung genügt, ein willkürliches anderes Integral der 
Differentialgleichung (34.) setzt, wenn man nur für die anderen in (44. 
vorkommenden Integrale passende partieuläre Integrale derselben Differential- 
sleichung substituirt. Da aber das allgemeine Integral von (34.) dureh 

ya Sytdyptts,y, 

segeben ist, so wird, wenn dieser Werth von y statt y, in (44.) substituirt 
wird, die obige Gleichung in 


(2, Suyıt Say S1,Yo: 
| Sy Sop tt, yo. Suyıt Saat +8,90; 
| Suyı+ I 5 Y, » 
(45.) S,y1+S..y +... +S,,y, Sy, - Sy: Fee S,,y 
St SS, 
ST, HS, DIS, 


worin die S bestimmte Funetionen der « willkürlichen Constanten e,.e....e, 
sind, und aus der Existenz dieser Gleichung mit den « willkürlichen Grössen 
lassen sich in vielen Fällen Schlüsse für die Form der Funetion & ziehen. 
wie ich es in früheren Arbeiten an den Ditferentialgleichungen zweiter 
Ordnung und an einzelnen Differentialgleichungen höherer Ordnung dureh- 
veführt habe. 


Wien, am 11. November 1883. 














Ueber die Krümmung der Flächen *). 
(Von Herrn ©. Böklen in Reutlingen.) 


(Hierzu Taf. 2, Fir. 1—3.) 


s1. 
Einleitung. 
N 

A\ach der einfachsten und gewöhnlichen Vorstellung verwandelt sich 

ein Lichtstrahlenbündel, welches auf die Pupille fällt, nach der Breehung 
im Auge in einen Kegel, dessen Spitze beim deutlichen Sehen auf der Netz- 
haut liegt. Ch. Sturm nimmt an (Sur la vision, Compt. rend. 1845), dass 
an die Stelle des Kegels ein Conoid zu setzen ist. Wenn ein sehr 
dünnes Strahlenbündel auf einer Fläche nach dem Sinusgesetz gebrochen 
wird, so sind die Strahlen nach der Brechung die Normalen einer Fläche 
nach Malus; Dupin hat diesen Satz auch auf den Fall erweitert, wenn die 
Brechung mehrmals bei verschiedenen Flächen stattfindet; im Folgenden 
wird die genannte Fläche Wellenfläche genannt (Helmholtz, Physiol. Optik 
1867, 8.245). Man denkt sich also in einem Punkt S derselben die Nor- 
male mit den zwei Krümmungsmittelpunkten / und 7; die Basis des Conoids 
ist ein sehr kleiner Kreis auf der Wellenfläche, dessen Mittelpunkt S ist: 
zwei dureh /! und 7 parallel mit den 'Tangenten der Krümmungslinien von 
S gezogene, unendlich kleine Gerade sind die Leitlinien des Conoids: es 
*) Die enge Verbindung, in welcher die Krümmung der Flächen und speeiell die 
Form des unendlich dünnen Normalenbündels mit der Theorie des Sehens steht, wird 
hier nach dem Vorgang von Ch. Sturm zwar ebenfalls festgehalten, doch nur insofern 
als solehe rein geometrischen Untersuchungen sich auf die Wellenfläche beziehen, deren 
ixistenz aueh für den Fall vorausgesetzt wird, dass die Linse in Folge der Accommo- 
dation irgend welehe Gestaltsveränderungen erleidet, ohne dass dadurch das Sinus- 
vesetz alterirt wird. W, R. Hamilton (Irisı Academy, Vol. XV, Theory of Systems 
of Rays) giebt an (Art. S1): When homogeneous rays have been any number of times 
reflected and refracted, they are eut perpendieularly by the surfaces of constant action. 
Die Eigenschaften der unendlieh dünnen Normalenbündel, welehe in Art. 59—61 mit 


Benutzung von Differentialeoeffieienten dritter Ordnung untersucht werden, gelten naclı 
Art. 83—S6 auch für gebrochene Strahlen. 
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wird durch Ebenen parallel der Basis in Ellipsen geschnitten. Der wirk- 


same Theil des Gonoids oder Strahlenbündels, wo die Verdichtung der Strahlen 
stattfindet, ist zwischen / und /, er hat eine Länge von 1 bis 2mm, und 
durehsehneidet die Netzhaut senkrecht. 

Durch diese Theorie ist für die Erklärung der Vorgänge auf der 
Netzhaut ein grösserer Spielraum gegeben, als wenn man auf die Spitze 
eines Strahlenkegels beschränkt ist. Sturm hat seine Untersuchungen über 
das unendlich dünne Normalenbündel einer Fläche mit Hülfe der Differential- 
eoeffieienten erster und zweiter Ordnung «eführt; im Folgenden werden 
auch diejenigen dritter Ordnung benutzt, wodurch man weitere Aufschlüsse 
iber die Krümmung der Flächen erhält, sowie über die oseulirenden Flächen 
zweiten Grades. Dann werden durch Einführung einer Variabeln, welche 
schon Joachimsthal benutzte, um das Problem über die Normalen, welche 
sich von einem Punkt auf ein Ellipsoid fällen lassen, zu behandeln, die 
Normalenregelflächen untersucht, deren Basis irgend ein ebener Schnitt des: 
Kllipsoids ist; und schliesslich wird zu zeigen versucht, wie man beim 
Uebergang zum unendlieh dünnen Normalenbündel mit Hülfe der Centra- 
fläche des oseulirenden Ellipsoids der Wellentläche einen weiteren Anhalts- 
punkt gewinnt für die Erklärung der Vorgänge auf der Netzhaut des Auges, 
als es mit dem Starmschen Conoid möglich ist. Da nämlich ein Lieht- 
strahlenbündel beim Durchgang durch die Krystalllinse so verändert wird. 
dass die einzelnen Strahlen Normalen der Wellenlläche werden. welche 
man sich zwischen Krystalllinse und Netzhaut nahe bei der letzteren zu 
denken hat, so besteht die Aufgabe zunächst darin, das Normalenbündel zu 
untersuchen, dessen Basis ein schr kleiner Kreis oder auch die Indieatrix 
einer beliebigen Fläche ist. Hierzu ist vor Allem die Kenntniss der beiden 
Hauptkrümmungshalbmesser Z und Z nothwendig, zu deren Bestimmung 
die Differentialeoefficienten erster und zweiter Ordnung hinreiehen. und 
man findet mit Hülfe dieser Grössen nach Sturm die Form eines Conoids 
als erste Annäherung an diejenige des Normalenbündels der allgemeinen 
Fläche. Dieses Conoid ist identisch mit dem Normalenbündel eines die 
Fläche oseulirenden Ellipsoids, wenn die Normale zugleich Axe desselben 
ist. Die Zahl der oseulirenden Ellipsoide ist übrigens unendlich gross, und 
man weiss von ihnen bloss, dass ihre Focaleurven auf einem System con- 
focaler Kegel liegen (Zeitschrift von Schlömileh, XNXVII, 8.369), auch ent- 
sprechen denselben im Oseculationspunkt andere, von dem Sturmschen Uonoild 
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verschiedene Formen des Normalenbündels. Geht man nun zur dritten Ord- 


nung über, so ergeben sich zunächst zwei neue Strecken M und N’, die hier 








Polstrecken genannt werden, durch welche die erste und wichtigste Serie der 
in dritter Ordnung berührenden Ellipsoide (unter Umständen Flächen zweiten 
(rrades überhaupt) definirt wird, und damit auch die Gestalt des Normalen- 
bündels, dessen optisch wirksamster, die Netzhaut durchschneidender Theil 
zugleich auf der Uentrafläche des betreffenden Ellipsoids liegt. Letztere 





muss man sich auf der Netzhaut selbst denken, und zwar in Berührung mit 
denjenigen T'heilen, welche den Lichteindruck auf das Gehirn fortpflanzen, 
und erhält dadureh ein Mittel, sich auf rein geometrischem Wege über die 
Wirkung der Accommodation des Auges auf das Sehen Anschauungen zu 
bilden, für welche die einfache Form des Starmschen Conoids nieht hinreieht. 

/wei weitere Grössen N und W, die Krümmungshalbmesser der 
Kvoluten von den durch die Tangenten der Krümmungslinien gehenden 
Hauptschnitten der Wellentläche, bestimmen eine andere Serie von in dritter 
Ordnung berührenden Ellipsoiden, deren Betrachtung übrigens für optische 
Zwecke von geringerer Bedeutung zu sein scheint. 


2. 


Die »Polstreeken «der Linien auf den Flächen. 


Aus der Gleichung der Fläche 3= f(x, y) erhält man dureh partielle 


Difterentlation 


O2 O3 0% 0% 03 

=p, =A, — =Tr, ————$, -_=t, 
ca oy . o4 or oy oy 

0°2 0°2 0° 0° 

mu, —— u a =, —- =Ww. 

OL or cy or Oy oy 


Wenn man von einem Punkt S der Fläche zu einem unendlich nahen S 
übergeht, so hat man die Gleichungen 


ds =pde+gdy, dp=rde+sdy, dq = sdae-+tdy. 
Beim Uebergang zu einem dritten Punkt S” ist zu setzen 
d’p = drde+dsdy+rd’c+sdy, d’g = dsde+dtdy+sd’cr-+td'y, 


dr = ude-+wdy, ds = wde+edy, dt = vde+wdy, 


also 


1 


dp = udx’+2wdedy+ vedy +rd’c+sd’y, 


U’g = wdx’-+ Zvdedy+wdy +sd’r-+td'y. 








0. Böhlen, über die Krümmung der Flächen. 


Um abzukürzen, setzen wir 
z=1+4p+g,. e= dpdz+dgdy = rdr’+2sdedy+tdy', 
n = gdp—pdag. 

Das Linienelement auf der Fläche wird mit do bezeichnet und eonstant 
angenommen, also ist do=0, SB (Fig. 1) ist die geradlinige Verlängerung 
von SS’, S’A die geodätische Verlängerung: setzt man NS A=SB=SU0-1, 
so ist ZCAB=W, AB parallel mit der Flächennormale in S. Ferner 
hat man, wenn o der Krümmungshalbmesser von SS’S”, o' von SS’ A, also 
zugleich des durch die geodätische Linie SS’A gehenden Normalsehnitts 


der Fläche und oe" der geodätische Krümmungshalbmesser von SS’S’ ist. 


do do r de 
CB ,‚ AB=-—-., (A=-— 
0 0 0 
N ED 0 Zoe. 30 | | 
somit — = +. Z CBA= 2 ist der Winkel zwisehen der Oseulations- 
0 0 C 
ebene SS’S” der gegebenen Curve und der Flächennormale, also 
o=0c084L, 0 =otel. 
Da nun 
, do do 
= und © 
€ {v) 
ist. so handelt es sich zunächst darum, Ausdrücke für te2 und & = sine 


zu finden. Zu diesem Zweck ziehe man in der Tangentialebene von S’ aus 
SS” senkrecht auf SS (also auch senkrecht auf der Ebene des Dreiecks 
S'’AB). Die Projeetionen von SS und SS” auf den Axen sind beziehungs- 
weise dx, dy, dz und dx, dy, dz, und e, 5. y sind die Winkel, welehe 
S'S" mit den Axen bilde. Da S’S” in der Tangentialebene von 8 liegt. 
so ist das’ = pdx’+gdy', und weil ZSSS” = W, drda'+dydy +dzdz — V, somit 

h qdz-+dı ds-+-dr | 

da — de = 0, dy - dz 0. 
pdy _ yda f pdy qdıa 

also 

qdz+dy 


Cosa = \ cos, 
do 


_ pdz+dxr pdy— qdr 


co8Y = 
‘ 


DV 


do do 
indem 
(qdz- dy) + (pdz+ dx) +(pdy—gdx) 2. do 
ist, weil 
dz = pda+ qgdy. 


r . . in dx dı dz BIER BERE 
Die Riehtungscosinus von SS’ sind A und diejenigen von SS 
do do do . 


d.r 4 dx dy id dy dz id dz 


do do ' do do do do 
I)“ 
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oder da 


dx do d’xz — dx d’o d’x dx d’x 
d = 2 i y a U. S, W., 4 “ - u. Ss, W, 
do do do do do 
Mıithin 
de de\ 


sin» = eoss''S’S"' — Jeosc-+u. Ss. w. 


do ' de 


sin» = w = ; ‚U’r(gdz + dy)—d’y(pdz+ dx) +d’z(pdy —qde))!. 


do 


Nach dem Obigen ist 


! 
0 y e " x.do.o 
> 0 & 


oder 


tg. = - d’x(gds+ dy) — d’y(pdz-+dx)-+-d’z(pdy— qdx)\. 


&.d 


/ur Bestimmung der Werthe von d’xr, d’y, d’z hat man durch Differentiation 
von do’ = de’+dy +dz’ und dz = pdx-+-gdy 


ded’c+dyd’y+dzd’z = V, 


pd’a+ qgdy— dz = -—e, 
gdz+dy)d’a—(pds-+da)dy+(pdy—gdr)d’z = edotgl}; 
also 
) p € + R x 
de = ——z:+-;,-(gdz + dy)to2, 
4“ +“ do V u Y oO » 
eu = 2 (pdz+dae)tg2, 
" x # "do ER 
' € € > - 
ds = > + 2 (pdy— gdx)te 2. 
Tr PAITIAR)TE 


Die Tangentialebenen von S und 5° schneiden sich in einer Geraden, der 
eonjugirten Tangente des Elements SS’; ebenso schneiden sich die Tan- 
oenten von S und S’ in der eonjugirten Tangente des Elements S’S”; 
beide eonjugirte Tangenten schneiden sich in einem Punkt T, dem Pol der 
linie SS’S”. Die erste conjugirte Tangente entspricht den Gleichungen 
dz = pde+gdy und ds = (p+dp)de+(g+dg)dy oder e= 0: woraus, da 


"= gqdp—pdq (8. ©.). 
dq dp 


de -- dz UV. 


dze=V), dy— 


N N 
Die Gleichungen der zweiten eonjugirten Tangente sind 
de d« dp dp‘ 
de - ( ! +d IN dz & dy—(\ erg )dz ==, 
/ "n 2 


„ ) 


Winkel zwischen beiden eonjugirten Tangenten sei = 7, so ist 
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tg — - yia“ dp ) + (a“ dq 2)- & er 1.  dq l + 2)\ \ 


7 
‚ dp dp dp dg , " dp\?, /dq\ 
A=- 1 7 (Fıg \ Re; cd. 
IE N #4‘ ): 14) er, 
s Eu l .d l / e 
da die Grössen d = und d “7 neben und 7 verschwinden. 


n n n n 
Ferner ist 


d . =p ud Ah m ni un ei m 25 ne min 
7 17 17 N 
also 
to dpd’qg — dqd’p 


“ip? +dg’+ (gdp— pdgq)” 

Für sinSS’T erhält man aus den Gleichungen der Durehsehnittslinie der 
Br \ \ . dx ' ; ur 
l'angentialebenen von S und S’, und we il - gg Us. w. die Cosinus der Winkel 


sind, welehe SS’ mit den Axen bildet. 

. vQı'rnm HE 
sınss I = ——mit 
+ dq‘ n 


ST ıst= _,, S5.sinSST, also erhält man für die Polstrecke der Linie SS'S 


— 
< 


doV dp’- 


den Ausdruck 

1. ST Fa dp‘ dq’ | y° 
Gr dpd’q— dyd’p 
Es möge hier gleich bemerkt werden, was für das Folgende wiehtig ist. 
dass ST= x wird. wenn man die unendlich kleinen Grössen dritter Ordnung 
vernachlässigt, also dp =d’q=0 setzt. Um diesen Werth zu entwickeln, 
substituirt man die oben angegebenen Werthe von dp, dq. d’p. d’q und erhält 


2 Ydp+dgq+, = yıli+g)r+(l+p)s—2pgrs|de' 
, | +Hdl4+g)s + A-+pIr-2pgstldy’ +2 A-+gIrs4+-A+p)st—pg(rt+s )dedy), 
dpd’g—dgdp = (ur -us)da’+ (2er—ut—us)dae dy 
3 +(es+wer -2uf)dady + (ws—el)dy 
ne s’—rl 
de’—(or—Das\drdu- >ns)dady’ + edotg.l} 
FL dae’—(pr—2gs)da dy-(gt—2ps)dedy —ptdy + edotg 





Bei der Entwicklung dieses Ausdrucks hat man in den Werthen von d’p 
und d’q diejenigen von d’z und d’y zu substituiren und bei der Entwicklung 
des Factors von tg2 zu bemerken, dass 

's(gdz+ dy)—t(pdz+ da), (rd + sdy)— \r(gds + dy)— s(pds + da), (sda tdy 


ER ‚ 
(s—rt)do 
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ist, wenn man die Gleichungen ds’ = (pde+qgdy)' und do’ = dx’+dy’-+-dz 
berücksichtigt. Der allgemeine Ausdruck für ST wird um vieles einfacher. 
wenn man die Normale als z-Axe und die Tangenten der Krümmungslinien 
durch S als x- und y-Axen annimmt; dann it p=q=s=(, 

>) ae (rda’+1dy?)Vr’de?+ t’dy? 

(4) BI= ur de’— (ut — 2er) dae’dy+ (wr—2ut) dedy’ —otdy’— rtdo(rda’-+dy*)tg 2 
Bezeichnet man die den Krümmungslinien dy = 0 und dx = 0 entsprechenden 


.. ® 4 . 1 ! 1 u 
Hauptkrümmungshalbmesser mit Z und Z/, so ist L= „ und L=-; sind 


ferner M und N’ die speeiellen Werthe von ST, welche den dureh die 
Tangenten der Krümmungslinien dy=0 und de=0 gehenden Normal- 
schnitten der Fläche, für die also 2=0 ist, entsprechen, so hat man aus 
dem Werth für ST 

et ee 


ul" el 

ls lassen sich also in jedem Punkt S einer Fläche ausser den beiden 
Ilauptkrümmungshalbmessern Z und Z’ noch zwei weitere Strecken M und 
N bestimmen, die Polstrecken der beiden Hauptschnitte; sie sind der Ab- 
stand des Punkts S von dem Durehschnitt dreier Ebenen, welche die 
Fläche in den unendlich nahen Punkten S, S’, S’ berühren, und eignen 
sich vorzugsweise zur Beurtheilung der Frage über die in dritter Ordnung 
berührenden Flächen zweiten Grades, sowie auch über die Theorie des 
Sehens, wenn man diese Untersuchungen auf die Wellenfläche anwendet. 

Die vorstehenden Entwicklungen lassen sieh in folgender Weise 
zusammenfassen: 

Jeder Linie, die durch einen Punkt S auf einer Fläche geht, ent- 
spricht ein zweiter Punkt T, welcher Pol genannt werden soll, und eine Streche 
ST. die Polstrecke. T ist der Durchschnitt von drei Ebenen, welche die 
Fläche in S und in zwei unendlich nahen Punkten S, S’ der gegebenen 
Linie berühren. 

Der allgemeine Ausdruck der Polstrecken für ein beliebiges Coor- 
dinatensystem ist in den Gleichungen (1.), (2.), (3.) und für ein specielles 
in (4.) enthalten. Setzt man in (4) tg.2=0, so erhält man den Werth 
für die Polstrecken der geodätischen Linien, welehe durch einen Punkt S 
einer Fläche gehen, da die Oseulationsebenen dieser Linien die Normale 
der Fläche enthalten. In (5.) sind endlich die Werthe für die Polstrecken 
M und N’ derjenigen geodätischen Linien (oder auch Normalschnitte der 
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"läche) angegeben, welche die Krümmungslinien von S berühren. Die 
Polstreeken haben für die T'heorie der Flächenkrümmung vielfache Be- 
deutung, namentlich sind die Polstreeken M und N für die 'T'heorie des 
Sehens wichtig, insofern als sie dazu dienen, über die Gestalt der Centra- 
Häche von der Wellenfläche mit Hülfe der in dritter Ordnung berührenden 
lächen zweiten Grades Anhaltspunkte zu geben: da man die Form der 
allgemeinen Centrafläche nieht kennt, so tritt an ihre Stelle diejenige deı 


oseulirenden Fläche zweiten Grades. 


% 


) 
Os 


#Lr 


Die Krümmuneshalbmesser von den Evolute: r Flächensehnitte. 


Wir bezeichnen wie oben den Krümmungshalbmesser der Curve SS'S 
Tat. 2 Fig. 1) mit o und ferner denjenigen ihrer Evolute mit r, so ist 


do , i a s 
=o0 = ‚„ da die gegebene Curve und ihre Evolute gleiche Oontingenz- ' 
{ Pr < « « 


winkel haben und das Element der letzteren do ist. Ferner ist 0 = 0 cos}, 
wenn o’ der Krümmungshalbmesser des dureh die gegebene Curve gehen- 


den Normalsehnittes ist. 


) do” do edx — xde 
0: , 0 = eos. do= do ; eos... 
“ € ” € i . € 
‚dp--qdı ‚, e(pdp+gqdyq)—x'de 
dı = ae A do = do Bu % 1) COS. 
% € x% 


Nun ist 
e = rde+2sdedy+tdy,, 
also 
de = drdx’ + 2dsdxedy+dtdy +2(rde+sdy)d ce +2(sde +tdy)d'y 


\ \ 


und mit Benutzung der oben angegebenen Werthe von dr, ds, dt, dx, dy 


9). 
de = uda’ +3wda’dy-+Sodedy +wdy’— , (pr+gs)de + (ps+gt)dy, 
«u « ” b h « 
€ x \ 
“ /» u. a \f m F I; K: f Bm » ) Er 
+2 de 6 de+sdy)(gdz--dy)— (sde-+tdy)(pdz+dz)|tg“2: 
ferner ist 
pdp-gdgq = (pr+gs)de+(ps + gÜdy, 
also 
do“ x (IT 2 319 2 ‘ ? 2 
do =; 608422 (ude’+5wdedy--Sededy + wdy', 
’ | Y, 


+38e\(pr+gs)de+(ps+gt)dy| 
te. 2 \(rde+sdy)(gds+dy) —(sde+tdy)(pds+de)}]. 


u 
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Mit Berücksichtigung von dz = pdr+qgdy findet man, dass 


(rde+sdy)(gdz+dy)— (sda+tdy)(pdz+de) 
= (pgr—ps—s)de + (gr—pt+r—Üdrdy+(g’s—pgt-+s)dy' 
ist, mithin 





do° 2 ! | 3 2 3\ 
(= cos 42)-z (nude 3wuda’dy+3edaedy’+wdy’) 
(6) + 3e((pr+gs)de+(ps+qNdy)) 
me; ; > 2 3 3 2 
sin242 (pgr— ps— s)da’+ (Qr—pt+r—Odedy+(g’s—pgt+s)dy‘). 


Nimmt man die Tangenten der Krümmungslinien als x- und y-Axen, also 
p=q4=s=(, so ist 

(7) EEE wu en 3 Berkunsen ME inne 1 PIFTBRE VO FE en 
i (rde’+1dy‘) (rdx’-+H1dy?) 
Um die Krümmungshalbmesser N und R’ von den Evoluten der durch die 
Tangenten der Krümmungslinien gehenden Normalschnitte zu erhalten, setzt 
man 2=0 und zugleich entweder dy=0, do = dx, oder de= 0, do —= dy, 
und erhält, da L= > ‚.- ist, 


8) NR=-ıl W=-wl”. 


s4. 
Anwendung auf die Flächen zweiten Grades. 

Diese Flächen haben zwei Systeme von geradlinigen Erzeugenden. 
welche beim einmantligen Hyperboloid und hyperbolischen Paraboloid reell. 
R * i a F . dı , 

und bei den andern Flächen imaginär sind. Setzt man = = 0, so Ist 
a+3wa+iva +we = (, 
die allgemeine Differentialgleichung derjenigen Flächen, welehe durch eine 
(serade erzeugt sind. Sie hat also bei den Flächen zweiten Grades mit 
r+2sa+te” = (, 
welche Gleichung die (reellen oder imaginären) Erzeugenden vorstellt, zwei 
Factoren gemeinschaftlich. Dividirt man die erste durch die zweite, so 
entsteht der Rest 
Io ur 9 (> N [> >, 
Zu — — —2sl — — —- )\aturl - — -); 
ie u; ! Fi 
hier muss sowohl der Factor von « als auch der Ausdruck ohne « gleich 
0 sein, mithin 





(vw 


e] 


0) 


h 





0. Böhlen, über die Krümmung der Flächen. 


(9)  af—Bert+2ers=0, wr—Burt+2ust =. 

Dies sind die beiden Differentialgleichungen, welehe die Flächen zweiten 
Grades charakterisiren. Für das Coordinatensystem y=q=s— (0 erhält man 
(10.) ut=3er, wr = But. 

Hierdurch vereinfacht sich der Ausdruck für ST in $ 2, indem man Zähler 

und Nenner mit rde’+tdy’ dividirt, in folgenden 
(11) ST= Vr’de®-: I“dy” 
udae —vdy— rtdotg$2 
Sind nun Z und Z die zwei Hauptkrümmungshalbmesser der Fläche (zweiten 
Grades) und W, W die Krümmungshalbmesser von den Evoluten der beiden 
dureh S gehenden Hauptschnitte, so ist 


1 
I. — a L _— m 
? / 
und nach (8.) und (10.) 
ir W \} 
Be ee. U 
sLL IL] 
also 
eu YL'"dx’-+- L’du? 
12 s7 ST u Eu 
48 JL 
— -de + dy— dote 82 
> u ° 
dr dy ‘ ps ) 
Setzt man I eos und jg5 — Sina, so dass a der Winkel ist. welehen 
( ( 


die gegebene durch S gehende Linie mit der einen Krümmungslinie von 
S bildet, so ist auch 


_. ” YL'’sina?’4-L”eosa? 
(13. e- nn 
\ M R 


sind— .,,; cosa—tg8 
OL SL T 


Dies ist der allgemeine Ausdruck für die Polstreeken beliebiger Linien aut 
den Flächen zweiten Grades und auch für die Polstreeken von geodätischen 
Linien oder von Normalschnitten, wenn man t2.2=0 setzt. Wird im letz- 
teren Fall zuerst a = 90" und dann a = 0" anzenommen, so erhält man zwei 
specielle Werthe von ST, die wir wie oben bei der allgemeinen Fläche 
aueh mit M und N bezeichnen, nämlich 


R SL’ ® 3L" 
(14.) M =— \ 


nr 
Um die Bedeutung von M und N’ zu finden, nehmen wir ein System von 
eonfoealen Flächen an: 
Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 2. 7 
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x’ 2 in i m) 

2° Pr 3° er I y? = 1, ı> ’>u>P>v; 
(4) ist das Ellipsoid, (u) das RE (vr) das zweimantlige Hyperboloid. 
Nun ist, wenn Z und Z die beiden Hauptkrümmungshalbmesser von (2) 
sind, und der Einfachheit wegen AYA—PIVYA—y' =n gesetzt wird, 

m De, L Wr 3/72 N 

= — (dw 'y. (RR -v”, L= (4 — u )’(Kr’)?, 

Für die Krümmungshalbmesser R und WR der Evoluten von den beiden 
Normalschnitten von (2), welche durch die Tangenten der Krümmungslinien 


d r dL 2 
«ehen, hat man die Werthe N = L z und W=WL- 
dL Zu Y»+) I»\ 1 .') x 1 du dL' 3, > \ Iv 
I  < 2 u )t(A— vr”) En — — Ku) Wr — R. ): ( 
do nt ’ do do 7c do 


6 0 


Dei der Ditferentiation von Z ist v als constant anzusehen, weil der Normal- 
schnitt die Krümmungslinie » = const. berührt. mithin auf demselben die 
Zunahme von vr unendlich klein ist, gegenüber derjenigen von u. Bei der 
Ditferentiation von L ist dagegen « constant. Somit ist 


(15.) Rn = = (Wu (2 -v Ve Iiy—u, 
ara’—y’ | 
Ivy 2 
16.) NV = — —— KEN E-rVR-ryor, 
a’Vu?— v’ 
da 
r - y% ai IC er a MM a en) 
do e% — u?) (u — v”) de !(&—v’)\(u’— v?) 
Ist. 


Aus (14.). (15.) und (16.) folgt weiter 
Gin ep. 
u V u— B’Yy?—u? i vv®— v?Vy?— v’ 


ae aß ri a\l 
/ 17 . y GRERR (K— u )?(u — v7)? 
\ J Äi — —— - 


\ 2 


< 


d.h. HM und N sind die Krümmungshalbmesser der zwei Normalschnitte von 
(u) und (v), welche durch die Tangentialebenen von ().) gebildet werden. 
Dies ist ein in anderer Form längst bekanntes Resultat. Um Ver- 
wechslungen zu verhüten, mögen noch einige Erläuterungen “beigefügt 
werden. Durch einen Punkt S des Ellipsoids (7) geht eine Krümmungs- 
linie, welche der Durchschnitt mit dem einmantligen Hyperboloid (er) ist. 
Man ziehe in S die Tangente dieser Krümmungslinie und lege dureh sie 
zwei !übenen, wovon die erste normal zu (Z), die zweite normal zu («) ist: 


dadureh erhält man zwei Normalsehnitte und auf dem ersten. der auf ( 
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liegt, nehme man die Punkte S’, S” beiderseits von S und unendlich nahe 
an; die Normalen dieser Sehnitteurve in S’ und S” (welche also nicht 
Normalen von (A) sind) schneiden sich im Krümmungsmittelpunkt 7, S!’ = 1: 
die Tangentialebenen von (4) in S', S, S” sehneiden sich im Pol m (dieses 
Normalschnitts, welcher nach (17.) zugleich Krimmungsmittelpunkt von (v 
ist, da Sm = M. Der Punkt m lässt sich aber auch auf die gewöhnliche 
Art finden, indem man auf dem zweiten Normalsehnitt, der auf («) liegt, zwei 
Punkte T und T” beiderseits von S und unendlich nahe annimmt: die Nor- 
malen der Schnitteurve auf («) in T’ und T’ (welehe nieht zugleich Nor- 
malen von (w) sind) schneiden sich in m. Würde man aber auf der 
Krümmungslinie zwei unendlich nahe Punkte annehmen, und dureh sie. 
wie auch durch S, Tangentialebenen von (Z) zielen, so würden sie sieh in 
einem Punkt schneiden, verschieden von m. der nach (13.) bestimmt wirt, 
indem der Winkel £2, welchen die Osenlationsebene der Krimmuneslinie 
mit der Normale bildet, nicht gleich Null ist. 
SD. 
Die Beruhrune dritter ©ı 

Es lässt sich nun die Frage hinsichtlich der Flächen zweiten Grades. 
welche mit der allgemeinen Fläche eine Berührung dritter Ordnung haben, 
mittelst der sechs Grössen /, L, M, N, %. W. von welchen wir annehmen, 
dass sie bestimmt sind, nämlich die zwei Hauptkrümmungshalbmesser L, 1. 
nach der gewöhnlichen Methode, die beiden Polstreeken M, N’ der dureh 
die Tangenten der Krümmungslinien im Punkt S gehenden Normalschnitte 
der Fläche nach &.), die Krümmungshalbmesser von den Evoluten dieser 
Normalschnitte R, MU nach (8.), näher beantworten: 

l) Man untersucht diejenigen Flächen zweiten Grades, welche mit 
der allgemeinen Fiäche in einem Punkt S die vier Grössen L, L, M, N 
gemein und insofern mit ihr eine Berührung dritter Ordnung haben. Dieser 
Fall ist der wichtigere, denn er erlaubt nicht bloss an die Stelle der Uentra- 
tläche von der allgemeinen oder auch der Wellenfläche diejenige der oseu- 
lirenden Fläche zweiten Grades zu setzen, und wenn man sich letztere auf 
der Netzhaut des Auges denkt, sich erweiterte Vorstellungen über die Vor- 
gänge beim Sehen zu bilden, sondern auch an die Stelle des unendlich 
dünnen Normalen- oder Lichtstrahlenbündels der Wellenfläche dasjenige der 
Fläche zweiten Grades zu substituiren, dessen Betrachtung, wie aus dem 
21* 
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Folgenden hervorgehen wird, zu Resultaten führt, die das Conoid von Sturm 
oder Hamilton nur als eine specielle Form erscheinen lassen. 











2) Man untersucht die Flächen zweiten Grades, welehe mit der all- 
gemeinen Fläche in S die vier Grössen L, L, N, WR gemein haben, wo- 
durch eine andere Art der Berührung dritter Ordnung entsteht. Dieser 
zweite Fall wird hier nicht in Betracht gezogen, da er mit der Theorie 





des Sehens nieht in so unmittelbarer Verbindung zu stehen scheint wie 
der erste. 


c 


Bei der Untersuehung nach (1.) geht man von den drei Gleichungen 


>) > 


- 


\ Y m — } a N .. In , 
7? u 5 I — ß? -+ 17° _— a /. el _>u ru Be: ) 


aus, welehe ein Uonfocalen-Tripel, (4) das Ellipsoid, («) das einmantlige, 
v) das zweimantlige Hyperboloid vorstellen, deren gemeinsamer Dureh- 
sehnittspunkt $ ist, in welchem die Normalen der drei Flächen gezogen 
werden. Z, L sind die Hauptkrümmungshalbmesser von (2), HM, IM von (1), 
N, N von (v); sie sind dureh die Bedingungsgleichungen verbunden 

Ar A RE 

I, Mm ’ M N HM’ 

Kennt man vier von diesen Grössen, z. B. L, L/, M, N, so sind 

auch die zwei anderen gegeben. Wir nehmen nun an, dass in einem Punkt 8 
der Wellen- (oder der allgemeinen) Fläche die beiden Hauptkrümmungs- 
halbmesser Z und Z und die beiden Polstreeken M und N’ gegeben sind: 
so sind also sämmtliche sechs Hauptkrümmungshalbmesser eines eonfocalen 
Tripels gegeben, dessen Ellipsoid (#) mit der Wellenfläche in S, wenn sie 
hier eonvex-convex ist, eine Berührung dritter Ordnung hat. Solche Con- 
focalen-Tripel giebt es unendlich viele, aber sie sind an die Bedingung 
webunden, dass ihre Mittelpunkte O auf einer bestimmten dureh S gehenden 
Linie liegen, welehe den Gleichungen 


ee M' r‚.>» p" L' *) 

— be u ZT 
entspricht; p, p., p sind die Abstände des Punktes O von den durch 8 
oehenden 'Tangentialebenen von (2), (u), (ev). 


Jedem Ellipsoid (4) dieser Gruppe entspricht eine specielle Uentra- 

fläche, welche die Gentrafläche der Wellenfläche in den Krümmungsmittel- 
oO 

punkten / und 7 (L=SI, ÜU=ST) berührt. Die gemeinsame Tangential- 


”) Diese Relationen findet man, wenn die Grössen p, p', p"', L,L',... dureh die 
elliptischen Coordinaten 4, «u, » ausgedrückt werden. 











0. Böhlen, über die Krümmung der Flächen. 16. 


ebene der Centraflächen in / geht durch S’ und die Tangente der einen 


Krimmungslinie in S von der Wellenfläche oder von den oseulirenden 
Ellipsoiden, und zwar dureh diejenige, welehe den Flächen («) entspricht. 
Die gemeinsame Tangentialebene der Uentraflächen in 7 geht ebenfalls 
durch ST und die Tangente der andern Krümmungslinie in 8. 

Diese Data genügen für den vorliegenden Zweck, wo es sieh nur 
darum handelt, an die Stelle der Centrafläche von der Wellentläche die- 
jenige von einem der in dritter Ordnung berührenden Ellipsoide (4) zu setzen. 
und ihre Stellung auf der Netzhaut je nach dem Werth der Grössen L, 1. 
M, N’ zu ermitteln. Hierzu soll (Fig. 2) dienen, welehe die drei Haupt- 
sehnitte der Centrafläche eines Ellipsoids, dessen Halbaxen 0X, OY, 0Z 
sind, in Parallelperspeetive vorstellt; diejenigen Theile der Hauptsehnitte. 
welche zwischen beiden Mänteln der Uentrafläche liegen, sind als undureh- 
sichtig angenommen. >chneidet man sie aus Carton aus und fügt sie recht- 
winklig zusammen, so erhält man eine bessere Vorstellung von der Fläche 
als dureh ein Gypsmodell. Die drei Ellipsen sind die Rückkehrkanten der 
Fläche, in welchen sie sich zuschärft, etwa wie der untere 'T’heil einer 
Säbelscheide: dies sind die für die T'heorie des Sehens wichtigsten Theile. 
weil hier die stärkste Concentration der Lichtstrahlen stattfindet. Den ent- 
oegengesetzten Charakter haben diejenigen Theile der Uentratläche, auf 
welchen die drei Evoluten von Ellipsen liegen, da sie hier am flachsten 
ist: somit findet in diesen Stellen ein Minimum der Coneentration statt. 

Man kann sich die Fläche auch unter der Form von zwei Paaren 
von Kelehen oder Vasen vorstellen, die sich gegenseitig rechtwinklig dureh- 
dringen. Das erste Paar hat die Ellipse in der @y-Ebene als gemeinschatt- 
liche Basis und endigt zugeschärft m den Bögen KK und KK der 
Kllıpse in der xz-Ebene. Das zweite Paar hat die Ellipse in der ys-Ebene 
als gemeinschatftliche Basis und endigt zugeschärit in den Bögen KK und 
KK jener Ellipse. 

6. 
Die Theorie des Sehens eeerundet auf die Beth tune «der Centrafläch: 

Wenn ein Lichtstrahlenbündel im Auge gebrochen wird, so sind 
die gebrochenen Strahlen Normalen der Wellenfläche, welche man sich 
zwischen der Krystalllinse und der Netzhaut zu denken hat; die Axe des 
sebrochenen Strahlenbündels trifft die Fläche im Punkt S, für welchen die 
vier Grössen L, L', M, N nach dem Obigen als bestimmt angenommen 
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werden. Hierauf wird die Centrafläche eines der in dritter Ordnung be- 
rührenden Ellipsoide (oder unter Umständen Hyperboloide) eonstruirt, welche 
von der Strahlenaxe S/T in den Punkten / und ! berührt wird; diese liegen 
auf der Netzhaut, entweder beide zugleich oder nur einer, und in ihnen 
findet die grösste Concentration der Lichtstrahlen statt, sie sind also der 
wirksame 'T'heil des Strahlenbündels. Es sind nun folgende Fälle zu unter- 
scheiden: 

l) Die Axe des Strahlenbündels SIT ist zugleich Axe der Uentra- 
tläche, also fallen die Punkte / und 7 entweder mit A, A’ oder B, B’ oder 
C, € zusammen. Die Grössen H und N’ müssen beide unendlich sein. somit 
ist S ein ausgezeichneter Punkt der Wellenfläche. Das Auge muss also 
vermöge der Accommodation eine besondere Anstrengung machen, hinsicht- 
lieh der Richtung der gebrochenen Lichtstrahlen, damit bei der Wellentläehe 
solche speciellen Krümmungsverhältnisse eintreten, in Folge deren die beiden 
Polstreecken M und N unendlich werden. In diesem Fall wird ein Punkt 
in der Nähe oder in der Ferne, oder in mässiger Entfernung längere Zeit 
genau betrachtet und fixirt, weil zugleich die Wirkung der Accommodation 
sich auf die beiden Hauptkrümmungshalbmesser L und ZL erstreekt, die 
sleich XA und XA oder YB und YD’ oder ZC und ZU’ sein können. 
Jedesmal liegen die wirksamsten Theile der OCentrafläche, nämlich die 
Bögen der elliptischen Hauptschnitte, welche hier die Strahlenaxe senk 
recht schneiden, auf der Netzhaut. (Eine weitere Begründung dieser An- 
sichten erhält man durch die Betrachtung der unendlich dünnen Normalen- 
bündel ($ 9). Aus (14.) folgt, dass wenn M und N’ unendlich sind, zu- 
gleieh RN und W Null werden; NW und W sind die Krümmungshalbmesseı 
von den Evoluten der Hauptschnitte der oseulirenden Fläche zweiten Gra- 
des (und nieht zugleich von der Wellentläche). 

Wenn man das System der Gleichungen 

L=ÄAA L =YB L = ZC 

L=34 L=TB  L=2C 
näher ins Auge fasst, so findet man, dass entweder beide Werthe von Z 
und Z klein, oder der eine klein, der andere gross, oder endlich beide 
oross sein können, je nachdem ein Punkt in der Nähe, in mässiger oder 
srösserer Entfernung fixirt wird. Das normale Auge mit vollständiger 
Accommodation disponirt über diese drei Modificationen:; die Centralläche 
kann jede beliebige Lage auf der Netzhaut annehmen, so dass je nach 
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Bedürfniss der eine oder andere ihrer Theile zur Verwendung kommt. Beim 
nieht normalen Auge dagegen vermindert sich diese Fähirkeit, der Kurz- 
siehtige ist auf diejenigen Theile der Uentrafliche beschränkt, die in der 
Nähe der xz-Axe und der Fernsichtige auf solche, die in der Nähe der 
z-Axe liegen. 

Das Vorhergehende lässt sich so zusammen fassen: 

Rei vollständiger Accommodation findet eine solehe Einwirkung des 
Auges auf die Lichtstrahlen bei der Brechung statt, dass zum Behuf des 
Fixirens eines Punktes die beiden Polstrecken der Wellenfläche M und N un 
endlich werden und die Hauptkrümmungshalbmesser L und L innerhalb gewisser 
(irenzen varüren, je nachdem man in die Nähe oder Ferne sieht: es kommen «alle 
Theile der Centrafläche von der die Wellenfläche in dritter Ordnung berühren- 
den Fläche zweiten Grades auf der Netzhaut zur Verwendung. 

Dei unvollständiger Accommodation, sofern ein Fixiren entweder bloss 
in die Nähe oder bloss in die Ferne möglich ist, bleibt noch die Fähigkeit 
NW=-N x zu machen, aber die Grenzen, innerhalb welcher L und 1 sieh 
rerändern, werden enger, so dass nur einzelne Theile der ÜCentrafläche zur 
Verwendung kommen. 

2) Die Axe des Strahlenbündels 5/7 liegt in einer Hauptebene der 
Centrafläche, wie z. B. SDD’ in der rz-Ebene. Von den zwei Grössen M und 
N ist nur eine unendlich, z. B. hier M, die Strahlenaxe berührt die Centra- 
tläche in ihrem flachsten Theil in D, wo also ein Minimum der Strahlen- 
eoneentration stattfindet, und trifft die Kückkehrkante bei D’ schief: diese 
liest also nicht mehr auf einer bestimmten Netzhautschieht, sondern dureh- 
schneidet die einzelnen Schichten und zwar unter einem Winkel, der „leich 
90° wird, wenn die Strahlenaxe durch einen Kreispunkt des Ellipsoids geht, 
wo L=TL ist, und die Punkte /! und 7 in KK zusammen fallen. Bei D' 
findet zwar ein Maximum der Concentration statt, allein das Liehtstrahlen- 
bündel (s. u.) hat einen andern Charakter. Das genaue Sehen oder Fixiren 
ist immer noch möglich, aber in geringerem Grade. Dieser Fall ist ohne 
Zweifel der häufigste, da eine vollständige Accommodation mit Verwen- 
dung der wirksamsten und günstigsten Theile der Centrafläche zu den Selten- 
heiten gehören wird. 

3) Die Strahlenaxe liegt in keiner Hauptebene, M und N’ sind nieht un- 
endlich, es findet also in den wirksamsten 'Theilen der Centrafläche nur eine 
Berührung statt. Beim normalen Auge wird dies für alle Punkte zutreffen, 
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welche von demjenigen, der unmittelbar fixirt wird, mehr oder weniger ent- 
fernt sind. In sehr vielen Fällen aber geht die Fähigkeit, die wirksamsten 
Theile der Centrafläche zu verwenden, ganz verloren, und das Auge ist 
nur auf die mittleren Partien, welche von den Axen entfernt liegen, be- 
schränkt. Um hierüber weitere Anhaltspunkte zu gewinnen, sind noch 
einige Ausführungen nöthig. 












sh. 


Die Normalenregeltlächen des Ellipsoids. 


Die Gleichung eines Ellipsoids E sei 


f \ S" N i & zu 
(18.) a? - ar .- a — 1. 


Man ziehe im Punkt S (S, 7, &) desselben die Normale und nehme auf ihr einen 
Punkt M (z,y,z) an, dessen Abstand von S durch die Gleichung SM = 5 
gegeben ist, wo p das vom Mittelpunkt O auf die Taangentialebene von 5 
gefällte Perpendikel und m ein Parameter ist, von welehem die Lage des 


Punktes M auf der Normale abhängt. Man hat nun die Relationen 


W, mN / m’N\ u m’ 
f '; “| Bi ic \ ı == m Il m 
(19. Ss(14 13) », „A Fr u (14 : z 
und nach (18.) 
r j \ 
ne T ! pe 
(20, en ABRRERRE 1 a 
E (1 m \ n2(4 m N (4 AN 
ee ee Pig) ce(11-”_\ 
BE a a + 


Hier ist m’ positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem der Punkt M mit 
der Tangentialebene von S auf der gleichen oder auf der entgegengesetzten 
Seite liegt. Betrachtet man m als constant, so ist (20.) die Gleichung eines 
Kllipsoids, auf welchem der Punkt M liegt; durch Veränderung des Werthes 
von m erhält man ein System von Ellipsoiden, und es sollen daher die 
Flächen (20.) Systemellipsoide genannt werden. 


Unter denselben sind folgende vier bemerkenswerth : 


m = 0, Ellipsoid E: oder nach (18.) 
| a’z” b’y’ ide ? 
m=—C;, 3 35 t7 5, = 1. elliptischer Hauptschnitt der Centrafläche 
(a’— ce’) (b’—-c’) 
in der .zy-Ebene, 
a’x’ c’z° u i j . 
m=—b: 5 5» + 777 5: = 1. elliptischer Hauptschnitt der Centrafläche 
(@—b) 7 We) 


in der xzz-Ebene. 
m = —a:7 5 55 + 75 555 > 1, elliptischer Hauptschnitt der Centrafläche 
(a’—b’) (a’—c*) 


in der 92-Ebene. 
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Nimmt man auf einer Normale SM ausser M noch weitere Punkte 


m'* EN m 
‚SM = „.. entsprechen, 


W,M',... an, denen die Gleichungen SM 
E £ D p 

























so verhält sich 

SM:SM':SM':... = m’:m"”:m'”: 
Da nun auf den Systemellipsoiden (m), (m), (m), ... die Parameter m, m’, m’, ... 
einen eonstanten Werth haben, so folgt der Satz: 

Sämmtliche Normalen eines Ellipsoids bilden mit ihren Durchschnitts- 
punkten auf den Systemellipsoiden ein affin veränderliches System. ie ein- 
ander entsprechenden Punkte der einzelnen Normalen, welche zu demselben 
Parameter m gehören, liegen also auf einem Svstemellipsoid, und da die 
elliptischen Schnitte der Centrafläche in den llauptebenen Systemellipsoide 
sind, so sind insbesondere auch die Schnittpunkte der Normalen mit den 
Hauptebenen eorrespondirende Systempunkte. 

Das Ellipsoid E werde dureh die Ebene 


£ . 
(21.) - + A | 
mr A Ar 
seschnitten, so Ist nach (19.) 
Ss min 7 i m’\ m? | 
A(1+—;,.) BÜ1+ -) (ae 
x u b? / as = 


die Gleichung der Systemebenen, von welchen jede das demselben Para- 
meter m entsprechende Systemellipsoid in einer Ellipse schneidet. Alle 
diese Ellipsen liegen auf einer Normalenregeltläche, deren Basis der Durch- 
schnitt der Ebene (21.) mit E ist; d.h. 

Schneidet man ein Ellipsoid durch eine beliebige Ebene und zieht in 
den einzelnen Punkten der Schnitteurve die Normalen, so erhält man eine 
Normalenregelfläche, deren correspondirende Sysiempunkte Ellipsen bilden. 

Es sei 


AlU+,)=X%, B(i4 = )=Y, c(44 ) Z, 


d 


so erhält man aus diesen Gleichungen durch Elimination von m’ 


Y Z ER 7 | X h 
b’— bi 3> ia * A =. 2 ‚2 u. % er me 5. 
\’ Er B 2 0 a is C a m 4 
a Pr 
Pe 77 x y 
a" —b’ 4 u B u 
a? i b’ : 








Heft 2 22 


.. on 
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jetrachtet man hier X, Y, Z als cartesische Coordinaten eines Punktes 
(X, Y, Z), so liegt er auf der Geraden (23.), und man hat den Satz: 

Die Abschnitte X, Y, Z, welche die Systemebenen einer Normalen- 
regelfläche auf den Axen bilden, sind die Coordinaten einer Geraden (23.). 

Sind aber X, Y, Z Ebenen- oder Plückersche Coordinaten, so folgt: 

Die Spuren der Systemebenen einer Normalenregelfläche umhüllen in 
jeder von den drei Axenebenen eine Parabel. Hieraus folgt weiter: 

Die Systemebenen einer Normalenregelfläche sind zugleich Osculations- 
ebenen einer kubischen Parabel, also wird jede Systemebene von allen andern 
in den Tangenten. einer (ebenen) Parabel geschnitten. 

Es sind nun drei specielle Fälle zu unterscheiden: 

Il. Die Ebene (21.) steht senkrecht auf einer Axe, z. B. auf der 
x-Axe, so ist 
7 im 1 und ——— =] 

AUt+ —, 
d 
die Systemebenen stehen also ebenfalls senkrecht auf der x-Axe:; durch 
Combination mit (20.) findet man 


y’ S 


w__ BE er rg Re mi 1. 
FI) Fe +-) 
Die Schnitte sind demnach Ellipsen, unter welchen sich zwei Gerade be- 
finden; die erste entspricht dem Werth 
m"=—c oder = - (®- A)(1- = ) 
a b 
und ist eine Sehne des elliptischen Schnittes der Gentrafläche in der zy-Ebene: 
die zweite entspricht dem Werth 
m —=—b' oder = = (a’— Ay(ı- = ) 
d © 
und ist eine Sehne des elliptischen Schnittes in der xz-Ebene. Diese beiden 
Sehnen und die Ellipse auf E (für m = 0) 
y’ n° 


73 = + — | 
(a4) (aA) 





a 
sind die drei Leitlinien der Normalenregelfläche, welche in diesem Fall ein 
Conoid ist. Nähert sich A unendlich dem Werthe a, so wird das Conoid 
ein unendlich dünnes Normalenbündel, dessen Basis die Indicatrix von E 
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bei X ist (Fig. 2), und dessen gerade Leitlinien unendlich kleine Sehnen 
der elliptischen Durchschnitte der Centrafläche bei A und A’ sind. Man 
findet dasselbe abgebildet und näher besprochen in der Abhandlung von 
Sturm (Compt. rend. 1845. 1 Sem. 8.557). in der Physiologischen Optik 
von Helmholtz 1867. S. 247. Es ist die erste Form des unendlich dünnen 
Normalen- oder Lichtstrahlenbündels. 
Il. Die Ebene (21.) steht senkrecht auf einer Hauptebene, z. B. 
der xy; so ist 
£ N X ! 
> =] und 4— En m j, 
A'B (1 m Bl | m N\ 
rs) Pin 
Die Systemebenen umhüllen einen parabolischen Cylinder, der senkrecht 


auf der zy-Ebene steht, und dessen Basis nach (23.) die Gleichung 


X Y 
u " Ze" Fe 7 Zu 1 
A ZGB 
in Tangentialeoordinaten hat. 
Bewegt sich die Schnittebene von E parallel mit sich selbst, so 


bewegt sich auch jede einzelne Systemebene parallel mit sich. Die Nor- 
malenregelfläche, welche nun kein Conoid mehr ist, hat als Basis einen 
elliptischen Schnitt von E, senkrecht zur zy-Kbene und als einzige gerade 
Leitlinie eine Sehne des elliptischen Sehnittes der Centrafläche in der 


zy-Ebene, deren Gleichung dem Werth m‘ -c entspricht, also 


A er L Y , sg 
1-5) Ble-- 

a b 
ist. Eliminirt man ferner aus (20.) und der Gleiehung für die Systemebenen 
zuerst x und setzt danach m = —a,, dann y und setzt m’ = —b’, so erhält 
man jedesmal eine Ellipse. Da nun die Normalenregellläche dureh die 
Systemebenen nur in Ellipsen geschnitten wird, die bloss in den Axenebenen 
sich in Gerade verwandeln können, so folgt daraus, dass ihre einzige gerade 
Leitlinie die Sehne des elliptischen Schnittes der Centralfläche in der 
zy-Ebene ist. 

Nähert sich die Schnittebene von E unendlich der Tangentialebene 
im Punkt S, so wird die Normalenregelfläche ein unendlich dünnes Nor- 
malenbündel, jede einzelne Systemebene (und also auch diejenige von E) 
.)) * 
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schneidet ihr betreffendes Systemellipsoid in der Indieatrix desselben, nur 
die gerade Leitlinie wird zu einer unendlich kleinen Sehne des ellip- 
tischen Schnittes, welche also die Richtung der Tangente hat, die aber die 
Normale schief schneidet. Dies ist die zweite Form der Normalenregellläche 
und des unendlieh dünnen Normalen- oder Lichtstrahlenbündels. 

Um von derselben eine Vorstellung zu erwecken, dient Fig. 3; 
XSZ ist der Durchschnitt des Ellipsoids mit der z3-Ebene, E@ ist die Pro- 
jeetion eines Schnittes senkrecht zur zz-Ebene, welcher die Basis der Nor- 
malenregelfläche ist. Die Sehne eg von dem elliptischen Durchschnitt der 
Centrafläche in der z2-Ebene ist die gerade Leitlinie; durch die vier Tan- 
eenten EG, eg und die beiden Axen ist die Parabel bestimmt, welche die 
Basis eines Uylinders ist, der von allen Systemebenen, z. B. EG oder 
E'@, E'@"’ u. s. f. berührt wird. Der Halbmesser OS ist die Direetrix der 
Parabel. Zieht man irgend eine Tangente an die Parabel, und legt dureh 
sie eine Ebene senkrecht zur Figur, so ist die Schnitteurve auf der Nor- 
malenregellläche eine Ellipse, deren Projeetionen erhalten werden, wenn 
man aus 


L 


a4) (+ 5. ) 


ad 
und (20.) entweder 3 oder x eliminirt. Nur eine dieser Ellipsen dege- 
nerirt in eine Gerade, nämlich eg. Die Projeetionen solcher Schnitteurven 
sind z. B. E,@,, E@, E’@', @@"; diese Strecken sind zugleich die grossen 
Axen der Ellipsen. Um sich eine Vorstellung von dem Theil der Nor- 
malenregelfläche zwischen E’ und @” zu machen, muss man sich eine Ellipse 
mit veränderlichen Axen so bewegt denken, dass ihre Ebene stets den 
parabolischen Cylinder berührt; die einzelnen Punkte ihres Umfanges be- 
schreiben dann diesen Theil der Regelfläche. Nun soll die Sechnittebene 
EG sich parallel bewegen, bis sie zur Tangentialebene in S wird, dann 
schrumpft die Regeltläche zur Normale SD’ ein, der Brennpunkt der Parabel 
rückt auf der Richtung OF’ nach F fort, F ist der Punkt, in dem sich 
478 Kreise schneiden (Zeitschrift von Schlömileh, XXVII. 8. 304); die 
gerade Leitlinie rückt ebenfalls parallel mit sich selbst fort, und wird in 
D' zur Tangente der Ellipse AC. Die zweite Parabel, deren Direetrix 
ebenfalls OS ist, berührt die Normale SD’ in ihrem Krümmungsmittelpunkt D. 
Unmittelbar hingegen, ehe der Grenzzustand eintritt, wird die Regelfläche zu 
einem unendlich dünnen Normalenbündel, die Basis EG zur Indieatrix in S, 
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simmtliche elliptischen Schnitte, z. B. E,@,. E@ u. s. f. werden Indieatriees 
auf ihren betreffenden Systemellipsoiden; die Normalenregelflläche behält 
also ihren Charakter bei, auch wenn sie unendlieh dünn wird. insbesondere 
hat sie nur eine gerade Leitlinie, nämlich die unendlich kleine Sehne dei 
Ellipse A’C bei D’, und ihre elliptischen Schnitte berühren einen Uvlinder. 
dessen Basis die Parabel mit dem Brennpunkt F und der Direetrix OS ist. 

Man kann sich also von der zweiten Form des unendlich dünnen 
Normalen- oder Lichtstrahlenbündels an der Hand der Figur und mit Hülfe 
der Rechnung ein ziemlich klares Bild machen, aus dem hervorgeht, dass 
sie von der ersten, oder dem Stuarmschen Conoid wesentlich verschieden ist 

1ll. Man kann ferner, wenn man in Fie.3 E@G als einen beliebigen 
Schnitt des Ellipsoids und eg nieht mehr als Sehne des elliptischen Schnittes 
der Centrafläche in der zz2-Ebene, sondern als Schnitt eines Svstemellipsoids 
ansieht, sich eine Vorstellung von der dritten und allgemeinen Form deı 
Normalenregelfläche bilden, deren Haupteigenschaften schon oben aus ein- 
ander gesetzt sind. 

In dem Punkt S, der nun nicht mehr auf einem Hauptschnitt von 
E liegt, schneiden sich zwei eonfocale Hyperboloide («) und (vr). 18.) ist 


die Gleichung von E und 





Re a 7 1 E | 
u" u’ —(a’—b”) u a’—.c”) 
. / 3 n? & 
Gin | | | | | 
v v a’—D l a’ — ee”) 
sind diejenigen von («) und (vr) a—e >u a br". 


Auf der Normale von S liegen die beiden Krümmungsmittelpunkte 


! und 7, deren Coordinaten durch die Gleichungen 





; u’—(a’—b (ie) _ 
2 Dr ne 4, = - - N, > " 
RER a“ I: b° Ä C 
29.) i TER 
ge v —(a’—b° v a C ie 
T, = u ! > N. a, = a 
\ i ad ; Y h Pe - 


segeben sind. Durch Vergleiehung mit (19.) ergiebt sich für / 
m"=—(a—u) und tür Ü m — (ad — vr’), 


und wenn diese Werthe in (20.) eingesetzt werden, so ist 





a’x’ by C’z" 
2 > r ) « N a 
u"  (u’—a’-+b) u" — a’—+c”)” 
(26.) | | 
r e . b’y' c’s t 
v' (v’—-a’+b')' v’—a’+c?)’ ! 
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d.h. die Punkte / und 7 liegen auf zwei Systemellipsoiden. Die zwei 
Ebenen, welche diese Ellipsoide in 7 und 7’ berühren, schneiden die Axen 
in Punkten, deren Abstände von O gleich 


u’ u’—a?’+b? u’—a’+c? 
\ & ? BT ri ee? AO VIHPR 
(27)  dund 
| v° „”—a’+b’ v’—a’-+c’ 
= EEREFEENR: | une 


sind. Bei Ableitung dieser Werthe aus (26.) muss man (25.) berücksich- 
tigen. Zieht man andererseits an die Hyperboloide (u) und (v) in S Tan- 
sentialebenen, so erhält man für die Abschnitte, die sie auf den Axen bilden. 
nach (24.) dieselben Werthe, wie in (27.), somit berühren die durch die 
Normale von E und die Tangenten der beiden in S sich schneidenden 
Krümmungslinien von E gelegten Normalebenen die Systemellipsoide (26.): 
diese Ebenen berühren aber auch die Centrafläche in Z und 7. Jedem 
Werth von « entspricht ein Hyperboloid («), welches E in einer Krümmungs- 
linie der einen Art schneidet, und ein Systemellipsoid (26.). Das Vorher- 
sehende findet Anwendung auf alle Normalen von E, welche durch die 
einzelnen Punkte dieser Krümmungslinie gehen; sie bilden zusammen eine 
hegelläche, welehe E senkrecht schneidet und das Ellipsoid (26.), sowie 
die Centrafläche, berle in derselben Curve, berührt. Die gleichen Schlüsse 
lassen sich auf die Hyperboloide (v), auf die Krümmungslinie der zweiten 
Art und auf die zweiten Ellipsoide in (26.) ausdehnen. Durch Veränderung 
der Parameter « und v erhält man eine Reihe von Systemellipsoiden, welche 
identisch sind mit denjenigen der mittleren Gruppe von (20.), und zwar 
werden die Systemellipsoide zwischen m’ = —c’ und m’ = —b’ oder zwischen 
den elliptischen Schnitten der Uentrafläche in der zy- und xz-Ebene von 
den Normalenregelflächen, deren Basis eine Krümmungslinie («) ist, berührt, 
und die andern zwischen m’ = —b’ und m’ = —a’ oder zwischen den Schnitten 
in der zz- und yz-Ebene, von den Normalenregelflächen, deren Basis eine 
Krümmungslinie (v) ist. 

Die Projeetionen der Berührungseurven mit der Uentrafläche erhält 
man dureh Elimination von S, n, { aus (18.) und (24.) und nachherige Sub- 
stitution dieser Coordinaten dureh &,, 9, ... aus (25.): 
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vba) _ sera) _ 5 
| (u’—a?’-+b’)’ (w’—a’+c)? 

28 »’c(b’—c’) z’a’(a’—b°) 
Ge u. L” (u’—a’+c”)’ £ u" vr 3 
| | x? a’(a’—c”) F yıb’(b’—c}) _ = 
| u  (u’—a?’+b”)° 


Diese Projeetionen sind also Ellipsen oder Hyperbeln. Die Enve- 
loppe der Systemellipsoide der mittleren Gruppe ist somit die Centrafläche 
von EE Man kann diesen Satz, welcher eine neue Construetion für die 
Centrafläche eines Ellipsoids enthält, auch so aussprechen: 

Wenn drei zu einander senkrechte Coordinatenebenen sowie eine sie 
schneidende Gerade gegeben sind, und man construirt über den drei Üoor- 
dinaten eines Punktes der Geraden als Halbaxen ein Ellipsoid, so werden die 
auf solche Art erhaltenen Ellipsoide von der Üentrafläche eines bestimmten 
Ellipsoids der Gruppe eingehüllt und die Berührungseurven projieiren sich auf. 
den Coordinatenebenen als centrische Kegelschnitte. 

Setzt man nämlich in (20.) 

2 2 2 
a(1+ —) = B, b(1+ _ ) = Y, ce 14 - ) = u 


und eliminirt hier m’, so findet man 


Y Z 7 | X 
7 : - er 2 2 Sun 1, a ) FR t > rs _— R: 
\ b -o D’—c" Ad eG Ad’ (ii 
1 AN ] dei b ( { a 
28°.) { E 
| a a. 
| a b 


Betrachtet man X, Y, Z als cartesische Coortdinaten, so stellen diese Glei- 
chungen die im vorigen Satz angegebene Gerade vor; sie durehdringt die 
zy-, x3-, y3-Ebene in X, B, E, welche Punkte Ecken der um die drei ellip- 
tischen Schnitte beschriebenen Rechtecke sind (Fig. 2). Betrachtet man 
aber X, Y, Z als Ebenencoordinaten, so stellen die Gleichungen drei Pa- 
tabeln vor, welehe von den durch die Endpunkte dreier Axen eines System- 
ellipsoids bestimmten Ebenen berührt werden. Letztere osculiren also auch 
eine kubische Parabel. 

Wir gehen nun zu der Betrachtung der dritten und allgemeinen 
Form des unendlich dünnen Normalenbündels über. Man kann die Fig. 3 
auch hierzu benutzen, indem man sich unter EG einen beliebigen Schnitt 
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des Ellipsoids E und unter eg den eorrespondirenden Schnitt eines System- 
ellipsoids denkt. An die Stelle des parabolischen Cylinders, welcher von 
den Systemebenen der Normalenregelfläche berührt wird, tritt eine kubische 
Parabel, welche diese Systemebenen oseuliren. Bewegt sich die Basis EG 
parallel mit sich selbst, so bewegt sich auch jede einzelne Systemebene 
parallel mit sich selbst. Im Grenzfall, wenn E@ das Ellipsoid E in S be- 
rührt, wird auch jede Systemebene ihr betreffendes Systemellipsoid berühren 
und zwar im Schnittpunkt desselben mit der Normale von S, zu welcher 
die Normalenregelfläche zusammenschrumpft. Somit hat man den >atz: 

Die Tangentialebenen der Systemellipsoide in den Durchschnittspunkten 
mit einer Normale des gegebenen Ellipsoids osculiren eine hkubische Parabel; 
also wird jede solche Tangentialebene von allen übrigen in den Tangenten 
einer (ebenen) Parabel geschnitten. 

Unter diesen Tangentialebenen sind einerseits die drei Axenebenen 
und andererseits die Tangentialebenen der drei sieh in S sechneidenden eon- 
focalen Flächen, nämlich das Ellipsoid E und die zwei Hyperboloide (u 
und (v) hervorzuheben. Durch S gehen die drei Normalen dieser Flächen: 
auf derjenigen von E liegen die Krümmungsmittelpunkte / und 7, von 
u) m und m, von (v) n und »‘. Betrachtet man diese Normalen als 
L-, Y-, 3-Axen, so berührt die Parabel in der 93-Ebene in m und »', in der 
»y-Kbene in » und 7, in der yg-Ebene in m’ und . Kennt man also von 
den sechs Krümmungshalbmessern L, L, M, M', N, N dreier in einem 
Punkt S sieh schneidenden Confocalen vier, nämlich Z, L, M, N’, so sind 
auch die zwei andern und also auch die kubische Parabel bestimmt, welche 
diesem Punkt zukommt. Von den Systemellipsoiden, welche die Normale 
von E trifit, sind die beiden (26.) bemerkenswerth, weil sie von der Nor- 
male berührt werden und zwar in / und 7; ersetzt man in (26.) « durch 
@+m‘) und v durch (a’+m’), so erhält man (20.). 

Unmittelbar, ehe die Schnittebene EG zur Tangentialebene in 8 
wird, ist die Schnitteurve EG eine Indicatrix von E, und ebenso schneiden 
alle andern Systemebenen ihre betreffenden Systemellipsoide je in einer In- 
dieatrix, d. h.: 

Ein unendlich dünnes Normaienbündel des Ellipsoids schneidet jedes 
Systemellipsoid in einer Indicatrix, deren Ebenen eine kubische Parabel oseu- 
liren, welche durch die sechs Krümmungsmittelpunkte I, Ü, m, m‘, n, n' be- 


stimmt ist. 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
(Uebersicht über die Abhandluneen des Verfassers in den Bdn. 74 bis 95 dieses Journals. 


(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


Diese Abhandlung enthält die systematische Uebersicht über den 
Inhalt der von dem Verfasser in den Bdn. 74 bis 95 dieses ‚Journals 
veröffentlichten Abhandlungen: „Zur Theorie der linearen Diftterential- 
gleiehungen“. 


Kinleitune 


In der "Theorie der homogenen linearen Differentialgleichungen mit 
rationalen Funetionen als Coeihieienten erhebt sich die Aufgabe, die Inte- 
srale der Difterentialgleichung bei den singulären Punkten zu einer Dar- 
stellung zu bringen, durch welehe der Verlauf eines Integrales in der Nähe 
eines solchen Punktes charakterisirt wird. An diese Aufgabe schliesst sich 
diejenige, die Fortsetzung der Integrale auszudrücken. 

Singuläre Punkte der linearen Differentialgleichungen sind diejenigen, 
in welehen die Coeffiecienten unendlich werden (beize=»x wird 2=t' ve- 
setzt). Für das Gebiet der unabhängigen Variabeln in einem Kreise. der 
keinen singulären Punkt enthält, besteht eine und nur eine einwerthige und 
stetige analytische Funetion. die der Differentialgleichung m! Ordnung 
genügt und mit ihren m—1 ersten Ableitungen im Mittelpunkte des Kreises 
vorgeschriebene Werthe annimmt, gemäss einem Satze des Herrn Weierstrass. 

Die Integration der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe 
ist das Vorbild für die Integration der homogenen linearen Differential- 
gleiehungen mit rationalen Coeffieienten gewesen, welche von der Darstel- 
lung der Integrale bei den singulären Punkten ausgeht. 

Nach der von Herrn Fuchs (Bd. 66 dieses Journals) gegebenen 


Methode verfährt man, um zu zeigen, dass bei einem singulären Punkte 


z=.a ein Integral y existirt, welches bei einem Umgange um diesen Punkt 
Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft >. 24 
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Diese Betrachtungsweise hat den entschiedenen Vortheil,. dass das 
unendlich dünne Normalenbündel nicht eine Form ist, welehe aus der all- 
gemeinen Gleichung der Fläche dureh Vernachlässigung der höheren Ditte- 
rentialquotienten (nämlich von der dritten Ordnung an) erhalten wird. wodurch 
nothwendigerweise eine Unbestimmtheit entstehen muss, sondern es ist ebenso 
genau definirt wie ein endliches, und die kubische Parabel, welche hier 
massgrebend ist, lässt sich leicht finden. 

Soll nämlich die Ebene (21.) zur Tangentialebene von E in S werden. 


SO MUSS 


a’ b° C 
i=—, B=-—, C=— 
B 7 - 
werden: führt man diese Werthe in (23.) ein, so sind 
Y e _, Z X Ä 
\ b’— ce” b’— ce’ leer. a —-" ' ad’— 
29, k u > S 
A } ' 
| a’ —b" a b 
g Y 


die Gleichungen der drei Parabeln in Plückerschen Coordinaten, welche 
die Svstemebenen des unendlich dünnen Normalenbündels von E berühren. 
3ezeichnet man in (29.) die Nenner der Reihe nach mit N. W. AM. LU X. 


2 


N, so sind 
(30.) 6-4 (3 „= 2 1. R Y_(e! 3 z ' f eY Nr / yM | ‚ 
Er m a A Ze - 
die ee in eartesischen Coordinaten von den Projeetionen der ku- 
bischen Parabel, welche diese Systemebenen oseuliren, 
Ist ferner (21.) Tangentialebene vom Hyperboloid (u) (24.), so muss 


a; TR u’—a’-+b’ 0 u’—a’-+c’ 


& 7 £ 
sein; führt man diese Werthe in (23.) ein, und berücksichtigt, dass statt 
a,b, ce nun «, w«—a+b, u—a-+c' zu setzen ist, so erhält man wieder 
(29.), das Gleiche findet beim Hyperboloid (») statt. Nun lassen sieh unter 
der Voraussetzung, dass ce’ oder b’ und e negativ sind, die Formeln (18. 
bis (20.) und die daran geknüpften Schlüsse auch auf die Normalenregel- 
flächen der beiden Hyperboloide ausdehnen, und man erhält den Satz: 

| Die Osculationsebenen der hkubischen Parabel (30.) sind Systemebenen 
für die drei unendlich dünnen Normalenbündel, welche den drei sich in einem 
Punkt S schneidenden confocalen Flächen entsprechen. 
Mathematik Bd. XCVI. 
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Benutzt man ferner die an die Relationen (24.) bis (27.) geknüpften 
Schlüsse, so findet man sofort, dass an die Stelle der Gleichungen (29.) und 
(30.) auch folgende treten können: 


a) won meh Dont 
er 


Denn dieselbe Systemebene der drei unendlich dünnen Normalen- 
biündel. welche die x-, y-, z-Axen in den Punkten trifft, deren Abstände 
von O gleich X, Y, Z sind, trifft die drei in S sich schneidenden Normalen in 
Punkten, deren Abstände von S gleich X’, Y', Z’ sind*). 


P > 
S 8. 
Die Theorie des Sehens, gegründet auf die Betrachtung der unendlich dünnen Normalenbündel. 


Die Grundlage für diese Betrachtung bilden wieder, wie in $ 6, die 
vier Grössen Z, L', M, N’, von welchen wir annehmen, dass sie für die 
Wellentläche bestimmt seien. Die in$7 angeführten drei Formen des Nor- 
malenbündels richten sich genau wie in $6 danach, ob von den Grössen M 
und N’ beide, oder nur eine, oder keine unendlich sind. Es ist zu be- 
merken, dass mit M auch M’ und mit N auch N’ unendlich werden muss. 

Man könnte nun eine der Flächen zweiten Grades eonstruiren, welche 
die Wellenfläche im Punkt S in dritter Ordnung berühren, indem man nach 
$5 die Gerade SO oder 


a. . p’ „a: ee; 





Bon Er p MH’ —. 
bestimmt, auf welcher die Mittelpunkte aller dieser osculirenden Flächen 
liegen, und dann nach (28°) die drei Parabeln, welche von allen System- 
ebenen des unendlich dünnen Normalenbündels berührt werden. Einfacher 
dagegen ist es, die Normale der Wellenfläche als $-Axe und die Tangenten 
ihrer beiden Krümmungslinien in S als n- und [-Axen zu wählen, auf wel- 
chen die Punkte /, 7, m, m’, n, n' liegen, wodurch die Parabeln (31.) und 


*) Die hier und überhaupt im Vorhergehenden betrachtete kubische Parabel ist 
eine speeielle, die man kubische Parabel mit Direcetrix nennen kann. Wie nämlich 
eine ebene Parabel die Eigenschaft hat, dass sich von jedem Punkt ihrer Direetrix 
zwei reetanguläre Tangenten an sie ziehen lassen, so kann man von jedem Punkt 
auf OS drei reetanguläre Sehmiegungsebenen an diese kubische Parabel legen. 
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die kubische Parabel (32.) bestimmt sind, und damit auch die Form des 
unendlich dünnen Normalenbündels der oseulirenden Fläche zweiten Grades, 
welches an die Stelle desjenigen der Wellentläche tritt. 

Il. M und N’ unendlich. Diese Form ist nach $7 I. das Hamilton- 
Sturmsche Conoid, welche längst bekannt und diseutirt, auch in $ 6 I. mit 
Hülfe der Centrafläche auf die Theorie des Sehens angewendet ist: aus 
dem Werth für ST s$2 (1.) geht hervor, dass man bei Vernachlässigung 
der unendlich kleinen Grössen oder der Differentialeoefficienten dritter Ord- 
nung, wo ST also auch M und N’ unendlich werden, auf diesen Fall be- 
schränkt ist, und die Formen II. und III. des Normalenbündels ausge- 
schlossen sind. | 

II. M oder N’ unendlich, s. Fig. 3: das Normalenbündel hat eine 
gerade Leitlinie, in welcher sich die Lichtstrahlen schneiden, wo also ein 
Maximum ihrer Concentration stattfindet. Da sie aber die Netzhaut schiet 
durehschneidet, so ist die Wirkung des Lichts auf die Nerven offenbar ganz 
anders als bei l., wo die zwei geraden Leitlinien je in einer bestimmten 
Netzhautschichte liegen. Auch hier gilt das in $ 6 unter Il. Gesagte. 

Wie oft nun diese zwei Fälle in Wirklichkeit eintreten, darüber 
kann man überhaupt nur Vermuthungen anstellen. Es lassen sich aber tür 
die Ansicht, dass sie nicht gewöhnlich, ‚sondern eher ausnahmsweise vor- 
kommen, Gründe anführen. Einerseits muss, namentlich bei I., eine ausser- 
ordentliche Anstrengung des Auges stattfinden, um diejenige ausgezeichnete 
Form der Wellentläche zu geben im Punkt S, welehe unendlich grossen 
Werthen von M und N entsprieht; andererseits interferiren unendlich nahe 
gebrochene Strahlen, wenn sie sich schneiden. Eine Interferenz ist aber 
mit Farbenerscheinungen verknüpft, also beim Sehen störend und, wie es 
scheint, beim Auge nahezu ausgeschlossen. Es wird daher von Werth sein, 
den dritten Fall näher zu betrachten, wo 

III. weder M noch N’ unendlich ist. Zu diesem Zweek benutzen wir 
Fig. 3, denken uns EGeg als Normalenregeltläche in der dritten und allge- 
meinen Form, und verfolgen die Veränderungen ihrer Gestalt, wenn EG 
parallel mit sich selbst, wie auch eg sich bewegt und die Ebene von EG 
in S Tangentialebene vom Ellipsoid E, die Ebene von eg in D Tangential- 
ebene von dem betreffenden Systemellipsoid und zugleich von der Uentra- 
tläche wird. In allen diesen Phasen, das Normalenbündel mag noch so dünn 
werden, wird es von seinen sämmtlichen Systemebenen in Ellipsen, die eine 
23" 
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kubische Parabel (mit Direetrix) oseuliren, geschnitten; diesen Charakter behält 
es bei, bis es zur Normale degenerirt. Somit hat man nur zwei Formen: 
entweder im Grenzfall die Normale oder gerade Linie, und in allen übrigen 
Källen, auch beim unendlich dünnen Normalenbündel, die vollständig aus- 
sebildete Normalenregelfläche. Um den Uebergang von der Normale SDD' 
zum ersten Normalenbündel zu untersuchen, denke man sich die Indieatrix 
von E in S, vom ersten Systemellipsoid in D und vom zweiten in D. (xeht 
die Normale auf der ersten Indieatrix von S nach S, und ist SS, das 
Klement einer Krümmungslinie, so wird sie auf der zweiten von D nach 
D, und-auf der dritten von D’ nach D\, gelangen; DD, und D’D, sind Halb- 
messer der zweiten und dritten Indieatrix. Nach einer Anmerkung in 
Baltzers Determinanten (4. Aufl. S. 154) soll, wenn SS, unendlich klein von 
der ersten Ordnung ist, entweder DD, oder D’D/, unendlich klein von der 
dritten Ordnung sein. Man gelangt hiernach zu der Vorstellung, dass, wenn 
sich die Tangentialebene von S (parallel mit sich selbst) bewegt und hier 
lie erste Indieatrix entsteht, auch diejenigen von D und D’ sich je parallel 
mit sich selbst bewegen und auf den betreffenden Systemellipsoiden die 
zweite und dritte Indieatrix bilden, welche jedoch unendlich klein von 
höherer Ordnung sind. Es scheint‘ demnach ein wirkliches Schneiden unendlich 
naher Normalen ausgeschlossen zu sein, und diese Ansicht findet im Auge, 
wenn die Normalenbündel als Liehtstrahlenbündel aufgefasst werden, inso- 


OeP- 
ge 


fern eine Bestätigung, als ein wirkliches Schneiden unendlich naher 
brochener Lichtstrahlen immer von Interferenzerscheinungen begleitet ist. 
\lan sieht also aus den vorstehenden Betrachtungen, in welch inniger Ver- 
bindung bei der "Theorie des Sehens geometrische Formen und Anschau- 
ungen, und optische Erscheinungen sind. 

Wenn man die dritte und wahrscheinlich gewöhnliche Form des 
Lichtstrahienbündels zum Anhaltspunkt für die Theorie des Sehens an- 
nimmt, so erhält man folgende Vorstellung: Von einem leuchtenden Punkt 
ausserhalb des Auges geht ein Strahlenbündel aus, dessen Basis die Pupille 
ist, und welches sich im Auge in ein unendlich dünnes Strahlenbündel ver- 
wandelt, zu dem eine kubische Parabel gehört, deren Osculationsebenen 
dasselbe in Ellipsen schneiden. Derjenige Theil des Bündels, welcher die 
kleinsten Ellipsen enthält, und wo die Coneentration der Lichtstrahlen am 
grössten ist, durchschneidet die Netzhaut mehr oder weniger vollständig. 
Die Berührung der Nerven wird durch die elliptischen Durchschnitte des 
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Strahlenbündels vermittelt, weil hier eine hinreichende Conecentration der 
Liehtstrahlen ohne alle störenden Interferenzerscheinungen stattfindet. Jedem 
leuchtenden Punkte entspricht eine andere kubische Parabel und eine andere 
eihe von solchen elliptischen Schnitten, in welchen die Empfindung des 
Sehens auf das Gehirn übertragen wird. Je nach ihrer Lage auf den ein 
zelnen Nervenspitzen wird der Eindruck wechseln, und wenn hierdurch 
allein das monoeulare Körperlichsehen sich noch nicht erklären lässt, so 
ist doch durch solche geometrischen Hülfsmittel, zu welehen neben der dritten 
und allgemeinen Form des Strahlenbündels auch die Uentrafläche der oseu 
lirenden Flächen zweiten Grades in ihren mannigfaltigen Stellungen aut 
der Netzhaut gehört, ein Weg eröffnet, auf welchem man diesem räthsel- 
haften Vorgang näher treten kann. 

Mit Hülfe von Fige.3 lässt sich die Art des Liehteindruckes auf die 
Nervenspitzen, d.h. auf die Endflächen der Stäbchen und Zäptehen deı 
Netzhaut geometrisch noch specieller definiren. hgDei ist der obere Theil 
eines solchen Stäbchens oder Zäpfehens, dessen Axe D’k in der Riehtung 
der Normale SD’ der Wellenfläche EG oder auch der Axe des unendlich 
dünnen Strahlenbündels E@Geg liegt. Schneidet man die Wellentläche dureh 
eine Reihe von Ebenen parallel EG, so erhält man eine Reihe von Nor- 
malenbündeln, wovon jedes eine besondere Basis auf der Wellentläche um 
den Punkt S herum, und eine zweite Basis um den Punkt D’ herum aut 
der Endfläche des Sehnerven hat. Der Eindruck ist in D’ am stärksten 
und vermindert sich in dem Masse, als man von diesem Punkt zu den fol- 
genden elliptischen Schnitten oder Grundflächen der einzelnen Normalen- 
bündel fortschreitet. 


heutlingen, 1883. 































Ableitung des Weierstrassschen Fundamental- 
Theorems für die Sigmafunction mehrerer Argumente 
aus den Kroneckerschen Relationen für Subdeter- 

minanten symmetrischer Systeme. 


(Von Herrn F. Caspary.) 


I den Sitzungsberichten der Berliner Akademie vom Jahre 1882 
hat Herr Weierstrass S. 506 ein für die o-Funetion mehrerer Argumente 
fundamentales T’heorem entwickelt, und Herr Kronecker hat S. 824 dessel- 
hen Bandes merkwürdige lineare Relationen aufgedeckt, welche für die Sub- 
determinanten symmetrischer Systeme gelten. Zwischen diesen beiden schein- 
bar so weit auseinander liegenden Entdeckungen besteht, wie ich bei Unter- 
suchungen über Thetafunetionen mehrerer Argumente gefunden habe, ein 
enger Zusammenhang. Man erhält nämlich das Weierstrasssche 'T’heorem 
unmittelbar aus der Kroneckerschen Identität, welche jene Relationen dar- 
stellt, wenn man für die darin auftretenden Determinanten gewisse Verbin- 
dungen von Thetafunetionen substituirt. 

Um dies nachzuweisen, sei in üblicher Weise: 

I 919: 
919: 


... Io \ 
SI Br rss 9 Tl.» T 
’ 1» > 09 11°» 123 ++. 

... 9, \ | 


| 
J 
00, 


in Sr,s(ma + $g.)(m3+ 395) +2in (vo + $gu)(m.+ 39.) 
e a,fı 24 ° 


. 
“ 
. o 
» 


(w, ß, Y> 1, 8,0. 85 Mm, u + #2 #3, 38 ui 
jedoch werde die T'hetafunetion einfach durch (Ce; 7), und wenn die Her- 
vorhebung der Parameter 7,, nieht nöthig ist, bloss durch ©(v) bezeichnet. 


Bildet man dann das Produet zweier T'hetafunetionen mit verschiedenen 


Argumenten-Systemen aber gleichen Parametern, so findet man aus einer von 
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Herrn Königsberger (dieses Journal Bd. 64, S. 24) mitgetheilten Formel die 
folgende allgemeinere: 


(1.) + ev’; TO) —v9; T) au za 


in welcher 


B,, — ( ( R: . EEE 


kp p9? 


18. 28) ‚9 
; — Dre (Du Dr) 
sg . 
u "u “u AOpE rk) 7, I 1 
un u gr gyy Arge FIN). IN 
B,, — (—1) wa 3 0 . 0 : (0 (2 vn. 2T) 


ist, die Argumente vo” und vo zwei beliebige Systeme von je og Argumenten 
ve’ und v% bedeuten, und die Grössen 4% unabhängig von einander nur 
die Werthe 0 und 1 annehmen. Ist nun © eine «ungerade "T'hetafunetion, 


so wird C,=—C, und C,=0. Daher wird 


C,| = W:(h,h.,... h,) Dr hhyche), 


P4 
wo W(h,, h,,... h,) einen Ausdruck bedeutet, welchen man nach dem Jacobi- 
Weierstrassschen Bildungsgesetze desselben erhält, wenn man in dem Producete 


ı | 1 1 w h h } Huy\ (hr ) (hu)N / (hi. ) (fh, ) 
IE HEN IE! Nv" 4 NE - I). Ko 1 1 ® ) Kv l _ r } 


zuerst die r—1 Indices %,, Az, .... a, einen Cyklus durchlaufen lässt, in jeder 
so sieh ergebenden Permutation dieselbe Operation an den r—3 letzten 
Indices vornimmt, in jeder so hervorgehenden Permutation die nämliche Ope- 
ration auf die r—D letzten Indices anwendet u. s. w., und dann alle dureh 
dieses Verfahren entstandenen 1.3.5... (r—1) Glieder addirt. Da aber 
gemäss der Gleichung (1): 


Y a > } Bra \ 

C,, Si A,, i B,, ka ] no h, ) 

und, wie aus der Natur der Grössen A,, und B,, hervorgeht, 4,, B,, ist. 
so wird: 

(2.) B„. = Wh, ha... h,) er y 

4 . . ®ı.% 
Setzt man nunmehr in der Kroneckerschen Identität: 
A, Su > d;, (s=m+tl, m+?2,...2m), 
geriet... 2a: let... m, n-+],...s—-]l,m,s+1,...2m), 


wie sie a.a. O. und auch in diesem Journal (Bd. 93. S. 319) angegeben ist, 
für a,,: 
w > 
=B,B,, (A a 


wodurch die für symmetrische Systeme nothwendige Bedingung a,, = a, 
erfüllt wird. und substituirt man für die in allen Gliedern auftretenden näm- 
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lichen r Subdeterminanten (r— 1)! Ordnung einfache Terme A,. so resultirt 
die Identität: 


[7 


—r+1 z 
(3.) & < AußB,.): 3, _ , (hmfal,t,..ı 
n=1 \ 


in welcher die Indiees +» nur mod (r+1) zu nehmen sind. Substituirt 
man hierin die Werthe von FA,B,, und |B,.,:ı„!;, welche sich aus den 
k 


l"ormeln (1.) und (2.) ergeben, so erhält man die Gleichung: 


er | 
(4.) 3 IKT) OR M-e")Wel-+n,2+n,..r+n) = 0, 


n—]1 
welche genau das Weierstrasssche T’heorem darstellt. Denn wenn man zu 
der o-Funetion übergeht, so erhalten sämmtliche Glieder auf der linken 
Seite den nämlichen Factor und wenn dieser weggelassen und alsdann auch 
für 9 und oe”, » 


b) 


„... 0%" beziehungsweise o und u, ı,... %,,, gesetzt 
wird, so stimmt die Gleichung (4.) auch der Form nach mit der Weierstrass- 
schen überein. 


Berlin. den 10. Januar 1884. 
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des Ellipsoids E und unter eg den correspondirenden Sehnitt eines System- 
ellipsoids denkt. An die Stelle des parabolischen Cylinders, welcher von 
den Systemebenen der Normalenregelfläche berührt wird, tritt eine kubische 
Parabel, welche diese Systemebenen oseuliren. Bewegt sich die Basis EG 





























parallel mit sich selbst, so bewegt sich auch jede einzelne Systemebene 
parallel mit sich selbst. Im Grenzfall, wenn E@ das Ellipsoid E in S be- 
rührt, wird auch jede Systemebene ihr betreffendes Systemellipsoid berühren 
und zwar im Schnittpunkt desselben mit der Normale von S, zu welcher 
die Normalenregeltläche zusammenschrumpft. Somit hat man den >atz: 

Die Tangentialebenen der Systemellipsoide in den Durchschnittspunkten 
mit einer Normale des gegebenen KEllipsoids oseuliren eine kubische Parabel; 
also wird jede solche Tangentialehene von allen übrigen in den Tangenten 
einer (ebenen) Parabel geschnitten. 

Unter diesen Tlangentialebenen sind einerseits die drei Axenebenen 
und andererseits die Tangentialebenen der drei sich in S schneidenden eon- 
focalen Flächen, nämlich das Ellipsoid E und die zwei Hyperboloide (« 
und (») hervorzuheben. Durch S gehen die drei Normalen dieser Flächen: 
auf derjenigen von E liegen die Krümmungsmittelpunkte / und 7, von 
u“) m und m, von (vr) n und ». Betrachtet man diese Normalen als 
L-, Y-, 3>-Axen, so berührt die Parabel in der y3-Ebene in m und »', in der 
sr-Ebene in » und 7, in der yr-Ebene in m und l. Kennt man also von 
den sechs Krümmungshalbmessern L, L, M, M', N, N dreier in einem 
Punkt S sich schneidenden Confocalen vier, nämlich Z, L, M, N’, so sind 
auch die zwei andern und also auch die kubische Parabel bestimmt, welche 
diesem Punkt zukommt. Von den Systemellipsoiden, welche die Normale 
von E trifit, sind die beiden (26.) bemerkenswerth, weil sie von der Nor- 
male berührt werden und zwar in /! und 7; ersetzt man in (26.) «” durch 
am‘) und v durch (a’+m?), so erhält man (20.). 

Unmittelbar, ehe die Schnittebene EG zur Tangentialebene in S 
wird, ist die Schnitteurve EG eine Indicatrix von E, und ebenso schneiden 
alle andern Systemebenen ihre betreffenden Systemellipsoide je in einer In- 
dieatrix, d. h.: 

Ein unendlich dünnes Normalenbündel des Ellipsoids schneidet jedes 
Systemellipsoid in einer Indicatrix, deren Ebenen eine kubische Parabel oscu- 
liren, welche durch die sechs Krümmungsmittelpunkte I, Ü, m, m‘, n, n' be- 
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stimmt ist. 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
(Uebersicht über die Abhandlungen des Verfassers in den Bdn. 74 bis 95 dieses Journals. 


(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


Diese Abhandlung enthält die systematische Uebersicht über den 
Inhalt der von dem Verfasser in den Bdn. 74 bis 95 dieses ‚Journals 
veröffentlichten Abhandlungen: „Zur "Theorie der linearen Differential- 
gleichungen“. 


KEinleitune. 


In der Theorie der homogenen linearen Differentialgleichungen mit 
rationalen Funectionen als Coeifieienten erhebt sich die Aufgabe, die Inte- 
srale der Differentialgleichung bei den singulären Punkten zu einer Dar- 
stellung zu bringen, durch welehe der Verlauf eines Integrales in der Nähe 
eines solchen Punktes charakterisirt wird. An diese Aufgabe schliesst sich 
diejenige, die Fortsetzung der Integrale auszudrücken. 

Singuläre Punkte der linearen Differentialgleichungen sind diejenigen, 
in welchen die Coeffieienten unendlich werden (bire=x wird r=t' 


ge- 
setzt). Für das Gebiet der unabhängigen Variabeln in einem Kreise, der 
keinen singulären Punkt enthält, besteht eine und nur eine einwerthige und 
stetige analytische Funetion, die der Differentialgleichung m!" Ordnung 
genügt und mit ihren m—1 ersten Ableitungen im Mittelpunkte des Kreises 
vorgeschriebene Werthe annimmt, gemäss einem Satze des Herrn Weierstrass. 

Die Integration der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe 
ist das Vorbild für die Integration der homogenen linearen Differential- 
gleichungen mit rationalen Coeffieienten gewesen, welche von der Darstel- 
lung der Integrale bei den singulären Punkten ausgeht. 

Nach der von Herrn Fuchs (Bd. 66 dieses Journals) gegebenen 


Dee) 


Methode verfährt man, um zu zeigen, dass bei einem singulären Punkte 


== a ein Integral y existirt, welches bei einem Umgange um diesen Punkt 
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in oy übergeht, wo ® eine Constante ist, in folgender Weise. Man nimmt 
ein beliebiges System linearunabhängiger Integrale y, bis y„. Wenn y, bei 
einem Umgange um zr=a in Fec,y, übergeht und y, welches in &y über- 
gehen soll, gleich Ih,y, gesetzt ist, so ergiebt sich bei diesem Umgange 
das Gleichungssystem 
v 
Chi t Cala + + (le, —w)kt + Ch. = 0 G=l,... m), 
Die Determinante dieses Systems homogener linearer Gleichungen in Bezug 
auf die Grössen k muss verschwinden, wodureh eine Gleichung mten Grades 
hervorgeht, die Fundamentalgleichung des Herrn Fuchs. Die Coeffieienten 
dieser Gleichung sind unabhängig von der Wahl des speeiellen Systemes 
y, bis y,, das absolute Glied der Gleiehung ist von Null verschieden. Es 
ergiebt sich alsdann, dass einer einfachen Wurzel ® = e’””” der Fundamental- 
eleiehung ein Integral der Form 
/\N\ fm Ar 
(1.) (za) y(«) 
entspricht, einer 4-fachen Wurzel »®= e’”” eine Gruppe von A Integralen 
2) (-aV(pnla)+ Ya w)logla-a)++yulz)llogla—a))") a=ı,.. m, 


wo die Grössen y bei e=a und wenigstens in dem Kreise um 2 = a als 
Mittelpunkt, der durch den nächsten singulären Punkt hindurehgeht, abge- 
schen von r = a, einwerthige und stetige analytische Functionen sind, und 
zwar I8t 
3.) (aa) yul) N 
eine homogene lineare Function mit eonstanten Coefficienten von den Grössen 
3.) Ka) ps) Bent, nei, 
In den Ausdrücken (1.) bis (3.) ist die von Herrn Fuchs (l. e.) nach- 
vewiesene allgemeine Form der Integrale bei einem singulären Punkte 
enthalten. 


Wenn man nach dem Verfahren, dureh welches die Form der Inte- 


orale bei einem singulären Punkte erwiesen wird, die Darstellung der 


Fundamentalgleichung und hierauf die der Integrale selbst bewerkstelligen 
wollte (diese Methode, die Integrale bei den singulären Punkten darzustellen, 
ist in der Abhandlung des Herrn Hamburger im 83. Bande dieses Journals 
versucht worden), so hätte man zunächst die Coeffieienten e, auszudrücken. 
Man würde, indem man das Resultat der Fortsetzung der Integrale y, bis y,, 
bei einem Umgange um x =a darstellt, die Grössen e, unter der Form 
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von unendlichen Reihen erhalten, demnach auch die Coeffieienten der Fun- 
damentalgleichung im Allgemeinen unter dieser Form. Wenn aber nun 
nachzuweisen ist, dass in der Fundamentalgleichung gleiche Wurzeln vor- 
r ' 7 . ni o 1 \ en . nase /)\ . . a4 

kommen, also sobald eine Gruppe von Inteeralen (2) vorhanden ist. 


\dde, Su 
stösst man auf das Hinderniss, von einer ganzen rationalen Funetion. deren 
Glieder durch unendliche Reihen ausgedrückt sind, zu zeigen, dass dieselbe 
verschwindet. Allgemein würde die Schwieriekeit bestehen, aus der 
Fundamentalgleichung, deren Coefficienten die angegebene Form haben. 
die Wurzeln » zu bestimmen und zugleich die Frage zu entscheiden. ob 
in o= e”” der Exponent r rational, irrational oder complex ist, welche 
Frage bei Beurtheilung der Verzweigung der Integrale auftritt. 


7 


Auf Grund der Fundamentalgleichung des Herrn Fuchs ergiebt sich. 


dass die Integrale bei dem singulären Punkte r=a auch die Form an- 
nehmen 
(4.) v, dev, a fe de, 
wo die Grössen ve von der Form 
X 
7 
sind, z und vw bei = a, abgesehen von diesem Punkte. einwerthige und 


:% T—a) 


stetige analytische Funetionen ( gleieh 1 sein kann). Man kann bei einer 
,-fachen Wurzel der Fundamentalgleichung eine Gruppe von Integralen 
unter der Form (4.) für a=1,... aufstellen, bei denen der Exponent r 
(5.) in ©, bis vo, gleich — 1 ist. Integrirt man nun in einem Kreisringe 
um z=a, in welchem die Grössen vw nieht verschwinden, so erhalten die 
Integrale in diesem Gebiete die Form (2). Nimmt man in dem Integrale 
(2) und in dessen Ausdruck (4.) einen Umgang um r=a vor und setzt die 
Coeffieienten der gleich hohen Potenzen von log(e—a) auf beiden Seiten 
einander gleich, so erhält man die Relationen (3.)., Nun ergiebt sieh aus 
diesen und aus der Beschaffenheit der Integrale bei einem nichtsingulären 
Punkte, dass die Funetionen y in (2.) in dem Kreise um z = a als Mittel- 
punkt, der durch den nächsten singulären Punkt hindurehgeht, abgesehen 
von z=a einwerthig und stetig bleiben. (Vergl. Abh. des Verfassers 
Bd. 75, No. 8.) 

Eine Function, die durch eine Summe von Ausdrücken der Form (1.). 
(2.) in endlieher Anzahl mit beliebigen Exponenten gegeben ist, in welchen 
die Grössen g durch die Summe von zwei Potenzreihen entwickelt sind, 

24% 













188 Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


von denen die eine nach Potenzen von e—a mit positiven, die andere mit 
negativen ganzzahligen Exponenten fortschreitet, nimmt eine Darstellung 
dieser Form nur auf eine Weise an (Abh. des Verf. Bd. 74, No.1 (5.)). 
Sind in (4.) die Grössen » von der Form (2—a)'z, und die Functionen 
z im Innern eines Kreises im x = a allenthalben einwerthig und stetig, so 
ergeben sich durch Integration Ausdrücke der Form (1.) oder (2.), in welchen 
die Grössen g in ihren Entwiekelungen nach Potenzen von #—a Potenzen mit 
negativen Exponenten nur in endlicher Anzahl enthalten. Ein Ausdruck (1.) 
oder (2.) dieser Art oder eine Summe von solchen Ausdrücken, dieselben mit 





Constanten multiplieirt, als Integral der Differentialgleichung ist von dem 
Verfasser ein reguläres Integral (Abit. Bd. 75, No. 1) genannt worden. Für 
den Fall, dass alle Integrale bei einem singulären Punkte 2 = «a regulär 
sein sollen, hat Herr Fuchs (Bd. 66 und 68 dieses Journals) als nothwendige 
und hinreichende Bedingung nachgewiesen, dass in der Differentialglei- 
chung, in welcher der Coeffieient der höchsten Ableitung „leich 1 gesetzt 
ist, der Coeifieient der (m—a)'en Ableitung höchstens in a'® Ordnung für x = a 
unendlich wird. Hieraus ergiebt sich die von Herrn Fuchs aufgestellte 
Form der Coeffieienten der Ditferentialgleichung, wenn bei allen singulären 
Punkten die Integrale regulär sind. Man erhält wenn bei z= a die Integrale 
reonlär sind, dieselben unter der Form (4.), worin die Grössen ® die vorhin 
angegebene Beschaffenheit haben. Dabei zeigt sich, dass die Exponenten 
in den Grössen e und die Coeffieienten in den heihenentwickelungen der ® 
algebraisch mit den Constanten in den rationalen Coeffieienten der Diffe- 
rentialeleichung zusammenhängen. 

Diese von Herrn Fachs untersuchte Differentialgleichung stellt sich 


Ditterentialgleicehungen mit rationalen Coeifieienten dar. Bei denselben wer- 
den nicht alle bei einem singulären Punkte vorkommenden Integrale gleich- 
zeitio, sondern zunächst einzelne betrachtet. 

ls werde der Integralausdruck 


6.) u,fdeu, u, fdeuz'uf... fu-u,dr (a=1,...%) 


aufgestellt, welcher die Integrale der Differentialgleichung enthält, die aus 
dem gleich Null gesetzten Systeme 


2 dy dy, dyx—ı 
CL er —GYı = Yo 


dx 


Id -ı 


dx dx 


als besonderer Fall von folgender allgemeiner Gattung homogener linearer 
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dlogu, . 
hervorgeht, wo q, = — -—- ist, Hier sei 
dr da 


und in endlieher Ordnung unendlich. Es seien also die « von der Form 


dlogru : } i 
2 bei e=a einwerthig 


(8.) e"(2—a)'y, 


wo w gleich Null oder von der Form Fe_,(r—-a)”" ist, 72 von der Form 
| ) 

Rn F \a 

2 c(2—-a). 


() 


dem Verfasser ein System normaler Elementarintegrale u genannt worden. 


Ein Integralausdruck (6.) von dieser Beschaffenheit ist von 
Für den Fall, dass Systeme normaler Elementarintegrale (6.) für a=1,... % 
einer vorgelegten Differentialgleichung genügen sollen, hat sich in den Unter- 
suchungen des Verfassers ergeben, dass die Coefficienten in den Grössen w. 
die Exponenten r und die Coefficienten in den Entwickelungen der y in den 
Grössen u (8.) algebraisch mit den Constanten in den rationalen Üoefficienten 
der Differentialgleichung zusammenhängen; wur kann in dem allgemeinen 
Falle in den Grössen z eine endliche Anzahl zunächst unbestimmter Con- 
stanten vorkommen. Es gehen nun diese Untersuchungen darauf hinaus, 
zunächst die normalen Elementarintegrale zu ermitteln, alsdann die Integra- 
tionen in dem Integralausdrucke (6.) zur Darstellung zu bringen und aus dieser 
Darstellung die Entwickelung der Integrale unter der Form(1.) bis (5.) herzuleiten. 
Der Satz des Herrn Fuchs über die Existenz der Form (1.) bis (3.) der 
Integrale brauchte hierbei nicht vorausgesetzt zu werden und ist auch im 
“olgenden nicht vorausgesetzt. 

In der ersten Abtheilung der vorliegenden Abhandlung werden die 
Sätze, welche zur Bestimmung der formellen Ausdrücke der normalen 
Klementarintegrale dienen, aufgestellt, wobei der Ausgangspunkt der Unter- 
suchung «die Betrachtung der bei einem singulären Punkte möglichen regu- 
lären Integrale ist. Zugleich wird der Zusammenhang der integrirenden 
Faectoren einer homogenen linearen Difterentialgleichung mit der Zerlegung 
des Differentialausdruckes in ein System solcher Differentialausdrücke dar- 
selegt; die Beziehung des Integralausdruckes (b.) zu dem Svsteme (7.) er- 
vjebt sich hieraus. 

Die zweite Abtheilung enthält alsdann tolgende Betrachtungen. Bei 
einer Differentialgleichung mit nur regulären Integralen ergeben sich bei 
Jedem singulären Punkte die Grössen « in einem Integrale (6.) ohne 


speeielle Convergenzbetrachtungen. Der Difterentialausdruck in dieser 


Differentialgleichung ist ein regulärer genannt worden. Wird mittels eines 
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regulären Difterentialausdruckes F(y, x) der Differentialausdruck e"F(e "y, x 
gebildet, wo W eine rationale Function von z, die auch gleich Null sein 
kann, so erhält man einen Differentialausdruck mit rationalen Coefhieienten. 
der ein normaler genannt worden ist. Bei einer Differentialgleichung mit 
normalem Differentialausdruck ergeben sich daher auch die Grössen « in (6. 
ohne specielle Convergenzbetrachtungen. Dasselbe findet statt, wenn man ein 
System von normalen Differentialausdrücken f,, f;, bis f, (+1 U 


9) Aw 2) = 4 f(Yn 2) = Ya Ay €) 


Yy\ 
gleich Null setz. Um nun bei einer homogenen linearen Ditferentialglei- 
ehung mit rationalen Coefficienten hiervon Anwendung zu machen, wird 
zunächst gezeigt, wie sich ermitteln lässt, ob der Differentialausdruek in 
das System 
10.) fra) = 9 99) 


zerlegt werden kann, wo f ein normaler Differentialausdruck ist. Es wer- 
den alsdann allgemeine Untersuchungen über Systeme normaler Difterential- 
ausdrücke angestellt. Sodann wird gezeigt, dass ein homogener linearer 
Ditferentialausdruck mit rationalen Coefficienten sieh in einer bestimmten 
Weise dureh ein besonderes System homogener linearer Differentialausdrücke« 
mit rationalen Coeffieienten darstellen lässt, welehes die canonische Form 
venannt worden ist. Aus dieser Darstellung geht das System normale: 
Ditferentialausdrücke, welches in dem ursprünglichen Ditferentialausdrucke 
enthalten ist, hervor. Für den Fall, dass letzterer Differentialausdruck seibs: 
dureh ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, oder wenn 
die Betrachtung eines Integrales auf eine Differentialgleichung mit einem 
solehen Differentialausdrucke zurückführt, werden die Integrale dieser Difte- 
rentialeleichung in der folgenden Abtheilung untersucht. 

In der dritten Abtheilung werden nun bei einer Differentialgleichune. 
deren Differentialausdruck sich durch ein System normaler Differentialaus- 
drücke darstellen lässt, die Integrale unter. der Form von Systemen nor- 
maler Elementarintegrale aufgestellt. Alsdann ist das Resultat der Inte- 
grationen auszudrücken. Dieses geschieht dadurch, dass die Integralfune- 
tion (6.) vermittelst bestimmter Integrale dargestellt wird, in welchen nach 
anderen Variabeln, die mit c—a multiplieirt sind, integrirt wird, wobei unter 
den Integralzeichen wieder dieselben Funetionen « auftreten. Dieselbe 
Methode ist zur Darstellung der Integralfunetion (#.) bei beliebigen Fune- 
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tionen © von der Form (5.) anwendbar. Aus dieser Darstellung der Inte- 


orale ergeben sich die Ausdrücke der Coettieienten in der Entwickelung 
von der Form (1.), 2), und ergiebt sich die Werthbereehnung der Integrale 
mit vorgeschriebener Annäherung. Ferner erfolgen aus dieser Darstellung 
die Ausdrücke für die Constanten bei der Fortsetzung eines Integrales dureh 
Umgang um einen singulären Punkt und bei der Fortsetzung von einem 
singulären Punkte zu einem anderen, welche mittels einer rationalen Sub- 
stitution ersten Grades bewerkstelligt wird. An die Ausdrücke der Integrale 
durch Systeme normaler Elementarintegrale knüpft sich die Diseussion über 
das Verhalten der Integrale bei dem singulären Punkte. 

In der vierten Abtheilung werden die algebraischen Aufgaben. die 
in dem Vorhergehenden auftreten, untersucht, wobei sich gleichzeitig ergiebt. 
dass die Constanten in den aufgestellten Systemen normaler Elementarinte- 
orale algebraisch mit den Constanten in den rationalen Coefhieienten der 


Difterentialgleichung zusammenhängen. Es wird speeiell gezeigt, dass wenn 


1« 


letztere Uonstanten algebraische Zahlen sind, sich alle in dem Vorhergehen- 
den verlangten Operationen durchführen lassen 

In der fünften Abtheilung wird darauf hingewiesen, dass der weiteren 
Untersuchung ein soleher Differentialausdruck verbleibt, der sieh nieht mehr 
durch ein System von Differentialausdrücken darstellen lässt, von denen 
der erste oder letzte ein normaler ist. Es wird nun allgemein aus den 
Sätzen der ersten Abtheilunge nachgewiesen, dass wenn einer beliebigen 
homogenen linearen Differentialgleiehung mit rationalen Coeffieienten die 
Integrale aus einem System normaler Elementarintegrale genügen, die Con- 
stanten in letzterer algebraisch mit den CUonstanten in der Differentialglei- 
chung zusammenhängen, abgesehen davon, dass möglicherweise in den oben 
venannten Grössen Z eine endliche Anzahl zunächst unbestimmter Constanten 
auftritt. Dabei wird aber zugleich gezeigt, dass es auch Differentialglei- 
chungen giebt, denen normale Elementarintegrale formell genügen, während 
in den für diese Differentialgleichungen wirklich bestehenden Integralaus- 
drücken (6.), in denen die « die Form (3.) haben, kein normales Elementar- 
integral vorkommen kann. Hieraus ergiebt sich alsdann für die Differential- 
sleichungen, welche die hier übrig bleibenden Differentialausdrücke ent- 


halten, dass, solange dieselben allgemein aufgefasst werden, zur Autstellung 


von Systemen normaler Elementarintegrale speceiele Convergenzbetrachtungen 
erforderlich sind. 
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Erste Abtheilung. 
1. 


Reguläre Integrale. 


In der Differentialgleichung 
ad" y d"-1 
fi: AR EN ie 
\ ) de" 1 p da"! r , PnY 0 
sollen die Coefficienten p in einem Kreise um z = a abgesehen von diesen 
Punkte einwerthige und stetige analytische Funetionen sein, die für x = a 
in endlicher Ordnung unendlich werden. 

I. Hat die Differentialgleichung (1.) bei e=a ein reguläres Inte- 
oral, so muss der Faetor der höchsten Potenz des Logarithmus in jedem 
Ausdrucke, der die Glieder enthält, in denen die Exponenten von 2—a sich 
nur um ganze Zahlen unterscheiden, für sich der Differentialgleichung ge- 


> 9 


nügen, die Differentialgleichung hat daher auch ein reguläres Integral der 
3 - , . . s 

Form (wa) c,‚(@—a)' (Abh. Bd. 74, No. 2). Hieraus ergiebt sich: Hat 

bei e=a die Differentialgleichung 7 linearunabhängige reguläre Integrale. 

so hat sie / Integrale der Form 


2) © are... [v.dr G=1,.. 


es 
wo v von der Form (z—-a)Fe,(2—a)‘ ist (Abh. Bd. 74, No. 2). 
0 
Der Coefficient p,(a=0,...m; p, = 1) werde in der Ordnung 7, für 
x = a wnendlich, wo 7, = 0 gesetzt ist, wenn p, für x = a nicht unendlich 
wird. In der Reihe der positiven ganzen Zahlen 
3.) a tm-—a A=0,...m), 
welche die zu den Coeffieienten p, gehörenden Zahlen genannt worden sind, 
trete die grösste zuerst bei dem Zeiger h auf. Derselbe ist der charakte- 
ristische Index bei x = a genannt worden (Abh. Bd. 75, No. 1). Die Haupt- 
bedeutung des charakteristischen Index tritt bei Aufsuchung der determini- 
renden Factoren in No, 4 hervor. 
Wenn die Differentialgleichung ein Integral oe von der Form 
u \y = / \y . . 4 a 
(»—a) >e,(2—a)' hat, so muss der charakteristische Index kleiner als die 
0 
Ordnung m sein. Durch Anwendung der Substitution y=e/zdr, welche 


den charakteristischen Index ungeändert lässt, ergiebt sich: Ist der eharakte- 
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ristische Index gleich %, so giebt es höchstens m—h linearunabhängiee 
reguläre Integrale (Abh. Bd. 74, No.5: Bd. 75. No. 1). Damit es deren m 


ojebt, ist also nothwendig, dass A= 0 ist. Dieses ist zugleich hinreichend (s. I1.). 


ll. Wenn die Entwickelung (zr—-a) 4 (2—a)', wo Mod k,>0 ist, 


der Differentialgleichung genügen soll und der Differentialausdruck nach Po- 
tenzen von z—a entwickelt wird, so erhält man, indem der Coetfieient der 
„m+h 


z r—r . r ° . 4 ° 
Anfangspotenz Aula -a) gleich Null gesetzt wird, die Gleichuı 
(m—h)'te" Grades (Abh. Bd. 74, No. 6): 


ur 
IS 


| f | 
| [p,(@c-a) '|,-.r(r—1)... (r—m+h+1) 


7 f N 1), 1 r g ‚ \ ! m f 
+ p,.,(2—a) Tr r 1)... (rm+h+2) ++ [p,(e-a)" ,_,=0. 


4.) 


Diese Gleichung ist Erponentengleichung genannt worden (Abh. Bd.83, No. 6). 
Die Wurzeln derselben seien r, bis r„_.. Wird (z-a) Eh (r—a)‘ mit « 
0 


bezeichnet, y = v/adr gesetzt und die Differentialgleichung für 3 gebildet. 


oO oO 

so hat deren Exponentengleichung die m—h-—-1 Wurzeln, die aus der Reihe 
der Grössen n—r—1 bis r„_,—r—1 hervorgehen, nachdem eine derselben 
gleich —1 weggenommen ist. Setzt man statty in die Differentialgleichung 


(1.) (e-a)’u ein, so hat diese Differentialgleichung eine Exponentengleichung 


o} 


deren Wurzeln r,—o bis r„_,—o sind. In dem Coeffieienten der (m—h)tev 


Ableitung bleibt das Anfangsglied ungeändert, daher bleibt auch die grösste 
der zu den Üoefficienten gehörenden Zahlen dieseibe wie in (3.), diese sei 
dureh g bezeichnet. (Vgl. No. 2, 11.) 


Es werde nun in (1.) (z-a)au statt y vesetzt, wo o eine Wurzel 
\ J \ J h h x 


der Exponentengleichung (4.) ist; die hieraus hervorgehende Differential- 


gleichung sei 
d"u d lu 


HF, der! ++ Pu = V. 


(3.) , 


| d.e”" 
Dann werde 


(6)  P@-ay "= Q,a) = Q,ad+@-a)O"(e)  w=u..m 


P,=1 gesetzt. (Q,(a) ist gleich Null, da eine Wurzel der Exponentenglei- 


L) 


chung von (5.) gleich Null ist. Die Differentialgleichung (5.) werde auf 
die Form gebracht 


- ad” -hı u . . d” -h—1 u | du 
2 \O,ta)(r-a)” ci ya, Q,;1(a)(2-a) De Tr Q-ı(@) 2 
er \ Mr a) dru anr.\ drig ya) . 
|= Er (x —4) 0, (X) de" ir (x — A) 4 n dr" Er ir Aueh aus ( m (a J u. 
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N 
ls ergiebt sich nun, wenn die Entwickelung a = &c,(r-a)‘ eingesetzt wird, 
0 . 
durch Gleichstellung der Coeffiecienten von (@—a)' vona=( an, 
| Cır1 ıO, (a)(a+ l)a kon (a+ 1l—m+h+1) 


+ Q,,1(a)(a+1l)a ... (a+ I—m+h+2)+--+0Q,_,(a)(a+1)| 
= Aut t+ Au&-ıt + Ane: 


) 


(8.) 


wo die Grössen A sich aus Coeffieienten der Reihenentwickelungen auf der 
rechten Seite in (7.) und positiven Zahlen durch Multiplieation und Addition 
zusammensetzen. 

Der Coeffieient von e,,, in (8.), gleich Null gesetzt, ergiebt eine 
Gleichung, die aus der Exponentengleichung von (5.) gemäss (4.) hervor- 
geht, wenn r dureh a+1 ersetzt wird, und die demnach zu Wurzeln a 

9)  n-e-l, n-o-l ... mol 
hat. Die Wurzeln der Gleichung (#.) r, bis r„_, seien so geordnet, dass 
diejenigen, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, auf einander folgen, 
und in diesen der reelle Theil der vorhergehenden nicht kleiner als der 
der folgenden sei. Wird e=r, gesetzt, so verschwindet der Coetfieient 
von €e,,, in (8.) für keine ganze Zahl a0, und es ergeben sich die 
Coeffieienten e, unter der Form o—, wo = eindeutig ist. Wird unter 
0 0 
der Annahme, dass (@—-a)"u=v convergirt, y = v/zdr vesetzt, und die Diffe- 
rentialgleichung für z gebildet, so haben die Wurzeln der Exponenten- 
gleichung derselben n—r,—1 bis r„_,—r,—1l dieselbe Anordnung wie die 
Wurzeln der Gleichung (4). Wenn dagegen der Exponent o so beschaffen 
ist, dass sich unter den Grössen (9.) ganze Zahlen gleich oder grösser als 
Null befinden, und eine solehe a, ist, so muss für a=a, auch die rechte 
Seite in (8.) verschwinden, wenn die formelle Entwiekelung möglich sein 
soll; e,,, bleibt dann zunächst unbestimmt. (Vgl. Abh. Bd. 74, No. 8.) 

Der charakteristische Index A sei gleieh Null. Wenn nun der 

Coeffieient von e,,, in (8.) für keine ganze Zahl a = 0 verschwindet, so 


n 
eonvergirt die Reihenentwickelung Ie,(r—a)‘ in einem Kreise um z=a 
Pi (0) 


nach einem von Herrn Fuchs bewiesenen Satze (Bd. 66, p. 148; Bd. 68, p. 362). 
Dieses gilt auch noch und wird in derselben Weise bewiesen, wenn unter 
den Wurzeln (9.) positive ganze Zahlen vorkommen, aber die formelle Ent- 


wickelung besteht (vgl. Abh. des Verf. Bd. 91, p. 103). Einer Gruppe von 








Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 195 


, Wurzeln der Exponentengleichung, die sich nur um ganze Zahlen unter- 
scheiden, entspricht eine Gruppe von 4 Interralen unter der Form (2.). 
Aus derselben ergeben sieh, wenn bei den Interrationen das eonstante Glied 
annullirt wird, Entwiekelungen regulärer Integrale unter der Form (2.) 
der Einleitung, die nach der Bezeichnung (des Herrn Fuchs bezüglich zu 
jenen Wurzeln als Exponenten gehören, d.h. man kann eine solche Ent- 


4 


wiekelung mit (z—-a) " multiplieiren, wo r eine der Wurzeln ist; dann bleiben 
die Funetionen g(x) für z=a endlich und verschwinden nieht alle (vel. 
Abh. des Verf. Bd. 87, p. 242). Der eharakteristische Index h sei grösser 


als Null. Wenn alsdann auch der Coefficient von e,,, in (8.) für keine 


r . 1 . \ . C . . 
vanze Zahl a 0 verschwindet, so dass in der Entwiekelung eindeutig 


Ci) 
bestimmt ist, so eonvergirt die Entwiekelung nieht immer (Abh. Bd. 74. 
No.8: Bd. 75, No.7). Weiteres hierüber siehe in No. 23 und 26. 
Ill. I 


Coeffieienten p sollen ausserhalb eines Kreises um z=0, abgesehen von 


je Differentialgleichung (1.) werde bei = » betrachtet. die. 


z =, einwerthig und stetig und für = x in endlicher Ordnung unend- 


. . s u | ’ : En . 
lich sein. Durch die Substitution «x: wird die Differentialgleichung wie- 
e d"(t" Iy) 
| | 
/ di" 
rentialausdruck in (1.) durch F,@, x) bezeichnet, so erhält man 


F,(y,t ") an (—F)" F' 'y, N. 


/ 


der in eine lineare übergeführt, Wird der Diffe- 


wo der Uoeffieient der höchsten Ableitung in F, gleich 1 ist. Die Unter- 
suchung kommt nun auf die von F,(y,D = 0 zurück. Unter dem charak- 
teristischen Index und der Exponentengleichung von F,@Y, x) =0 beiire= x 
werden die entsprechenden Ausdrücke von F,(y, DD) =0 bei t= 0 verstanden. 


2. 


Integrirende Factoren und Systeme homogener linearer Differentialausdrücke. 


I. Die m linearunabhängigen Integrale der Differentialgleichung 
d"-1, 
(1) : 
da" 
bei irgend einem Punkte seien auf die Form 


2) 9 = vi/dev,... [o,de en 
25* 


d”y | 
d.c” pi Re‘ PnY = UV 
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gebracht, und es werde der homogene lineare Differentialausdruck mit dem 
Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1 in der Differentialgleichung 
a'er Ordnung für y, bis y, durch F,(y, x) bezeichnet. Alsdann ist 





F,_y.,2) = 919 ...% 
Hieraus folgt, wenn 

3.) 9.9, = u, 
gesetzt wird, indem die Differenz zweier homogener linearer Differential- 
ausdrücke, in denen die Coeffieienten der höchsten Ableitungen überein- 
stimmen und die, gleich Null gesetzt, Differentialgleichungen mit demselben 
Systeme linearunabhängiger Integrale ergeben, (gemäss Form (2.) der Inte- 
vrale) identisch verschwinden muss, 

a) Lana = ee. 

Also ist «7 ' integrirender Factor von F,(y, x). 


Ist y irgend ein integrirender Factor von F,(y, x), so dass 
@-, . 
du \Yfn-1(%; 2); = yF,„(y; T), 


und wird der Coeffieient der (m—l-a)ten Ableitung in f„_,(y,x) durch / 
bezeichnet, so ergiebt sich 


N 


ri d 
(5.) YP: — yl+, Wlı ı) Qa=1,..mı=1,1,="), 


Durch Elimination der Grössen yl, entsteht die Differentialgleichung 
ar a zur 75 Bu ae 7; 

rt errteeeer  R 

Der Differentialausdruck in (6.) werde durch F,(y, x) bezeichnet und der 
dem Differentialausdruck F,(y, x) in derselben Weise entsprechende durch 
F,(y,x). u, ist integrirender Factor von F,(y, x), und F„=0 wird er- 
setzt durch F,„_,(y, 2) = c„u„, Wo e, eine Constante. Setzt man in (6.) 
y= u funyıdr, so ergiebt sich mittelst des Zusammenhanges der Coeffi- 
cienten durch die Gleichungen ©.) F,_,(y,z)=0. wu,„., Ist integrirender 


Factor von F,_„ und F, = e„u,„ wird ersetzt durch 


ms 


7 x dom ; —] 
Fu: (Y, ®) TE C„ıUm - ıt6. un /unL.u, dr, 


wo ce„-ı eine Uonstante. Setzt man Yyı = un fu, y2de in F,,.y,)=V). 


U 
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so ergiebt sich auf dieselbe Weise F,_,(y., x) =0. Nach diesem Verfahren 
erhält man das Resultat: 


Sind die Integrale von F,(y, x) = 0 


/r7 2 — ] 5 1 n ö FE 
7.) u,, fu dr, ... u,fdeu, 1 fe. fen‘ ‚u,de, 


so sind die von F,(y, x) = 0 


\ 1 ıf, —1 ıf, ai } ' 
(8.) U, y) U, fu„u, ‚de, te Un faru,uzt fe. fu; dx. 


Aus der Form der Ausdrücke (7.). (8.) geht die Reeiproeität in der Art. 
wie die Integrale der einen Differentialgleichung aus denen der anderen 
sich herleiten lassen, hervor, entsprechend der Reeiproeität in der Art, wie 
der eine der beiden Differentialausdrücke F,(y,x) und F,(y,x) aus dem 
anderen entsteht (Abh. Bd. 76, No.1). Daher sind die Ausdrücke F, und 
F,„ reciproke Differentialausdrücke, die Ditferentialgleicehungen F,= 0 und 
F„=0 reciproke Differentialgleichungen genannt worden (Abh. Bd. 85, No.7,V). 

Dureh Anwendung der successiven integrirenden Faetoren oder dureh 


Anwendung der Reduetion mittelst der Substitutionen y= un /deu; 'y,. 


y = u,/deuz'y,, ete, ergiebt sich, dass die Integrale (7.) von F,(y. x) = 0 
dieselben sind, wie die der Differentialgieichung, in welcher das System 
homogener linearer Differentialausdrücke F,_, und f, 

9) Fra) = 5 10) 


gleich Null gesetzt ist, wo F, ,=0 zu Integralen 


ın 


10.) u,fdeuT'uf... (ur, u,d (a =1,...m-—k) 
hat, f, =0 eine homogene lineare Differentialgleichung Ater Ordnung mit 
dem Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1 ist, die zu Integralen 


(11.) U 4-1 faxru,., +1 ee +2 '# ” fu, 'u,de 5 


“ 


hat (Abh. Bd. 76, No. 2). Die Coefficienten in F,„_, seien durch p' 


a=0,... m—k), die in f, durch g, (a=0,... k) bezeichnet. Aus der Gleich- 
heit der Coeffieienten der gleich hohen Ableitungen auf beiden Seiten in 


(12) Fu,2) = fF.-4 8), ©) 


sehen folgende Gleichungen hervor. Es werde die Bezeichnung 
dz, r(r—1) d’z._: es la, \ 
EEE cr. in EEE - 


1.2 dx’ | da’ \ dx / 


(13.) z,+r 


dx 
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gebraucht. Dann ergiebt sich aus (12.) das Gleichungssystem 





| 5/4 d FF 
i i =— > ) | ‚) Is fa]... m) 
14.) Pa \ fr de Pı-s) _ 9 
nn ME 3 A BE u u u u a Zu ” k 
| „pn = 1L,pü=pl= pin sunshine =p®=0. 


Aus diesen Gleichungen gehen successive eindeutig die Coefficienten p 
als ganze rationale Funetionen der Grössen p und g und deren Differential- 
yuotienten, die Coefficienten g als ganze rationale Functionen der Grössen 
p. p“' und Ableitungen von p hervor (Abh. Bd. 76. No.2; Bd. 78, No. 2: 
Bd. 83, No. 2). 

Il. Die Coeffiecienten p, p“’ und g seien in der Nähe von z =a, 
abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und stetig und für x = a in end- 
licher Ordnung unendlich. 

Man hat nun folgende Sätze (Abh. Bd. 76, No. 5): 

a) Ist der charakteristische Index von p” (a=0,...m—k) gleich h 
und der von g, (a=0,...%) gleich A’, so ist der von p, (a=0,...m) gleich 
h+h". Dieses ergiebt sich aus (14.), indem die Summanden des Produetes 


(Pt + pl) (got +g,) betrachtet werden. Das Product des Anfangs- 
sliedes in pl und dessen in g,. ist dasjenige in p,;,., daher ist auch die 
Summe der grössten der zu den Üoeffieienten p\” gehörenden Zahlen (No. 1 
(3.)) und der grössten der zu den Üoefficienten g, gehörenden Zahlen die 
grösste der zu den Üoefficienten p, gehörenden Zahlen. 

b) Es sei die Exponentengleichung von F,„_;,=0 und die von f,= 0 
aufgestellt. Dann ergiebt sich: Die Wurzeln der Exponentengleichung von 
F,.=0 und diejenigen von f; =0, letztere nachdem die grösste der zu 
p“” gehörenden Zahlen hinzuaddirt ist, bilden zusammen die Wurzeln der 
Exponentengleichung von F,=V0. 

c) Der charakteristische Index in F,(@y, x) = 0 bei = a ist derselbe 
wie in F,ya)=V%. | 

d) Die Wurzeln der Exponentengleichung von F„=0 seien r, bis r,_,. 
Dann sind die Wurzeln der Exponentengleichung von F„(y, x) = die Grössen 
—r,—1+g bis —r„_,—1+g, wo g die grösste der zu den Coefficienten p, ge- 
hörenden Zahlen ist. 

Die Gleichheit der in Satz 5b) und Satz d) auf beiden Seiten der 
Gleichung auftretenden Polynome kann man auch dadurch erkennen (vgl. 

Abh. Bd. 91, No. 9, HJ), dass die in den Coeffieienten vorkommenden Uon- 


stanten aus den p” und g, und diejenigen aus den p, welche in Satz b) 








Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 199 


nach (14.) durch die aus p'” und g dargestellt sind, als mittelst der sym- 
metrischen Verbindungen der Wurzeln der bezüglichen Exponentenglei- 
chungen ausgedrückt angesehen werden, und nun die Gleichheit der Poly- 
nome für den Fall, dass die Wurzeln nieht ganzzahlig sind und sieh nicht 
um ganze Zahlen unterscheiden, nachgewiesen wird, worauf sich dieselbe 
wegen der Stetigkeit allgemein ergiebt. ‚Jener Nachweis erfolet sofort. 
wenn man die Differentialgleichungen so bildet, dass sie eine Anzahl Inte- 
orale der Form (©-a)Se,(2-a)‘ enthalten, in denen die Exponenten nicht 
sanzzahlig sind und sich nieht um ganze Zahlen unterscheiden, und bei 
Satz d) die Relationen (7.), (8.) berücksichtigt. 

Ill. Der reeiproke Ausdruck von F,_, ist durch F,_,, der von f 
in (9.) sei durch f, bezeichnet. Es folgt nun aus dem bei (9) Gesagten 


gemäss den Relationen (7.), (8.): 


So wie die Integrale von F,=0 mit denen von 
15) Aus, (an)=0 
übereinstimmen, so stimmen die von F,= 0 mit denen von 


m 


16) D)=s, F,.se)=0 


überein (Abh. Bd. 76, No.2). Zur Anwendung dieser Formeln kann man 
die Integrale bei einem nichtsingulären Punkte unter der Form (10.), (11. 
dargestellt ansehen. Wenn nun über die Coetficienten in F, und F, , bei 


z=a die Voraussetzung aus Il gemacht wird, so folgt aus (14.), den 


helationen (15.), (16.) und den Sätzen Il a) und e): Enthält F,=0 mit dem 


charakteristischen Index k = k-+h” bei x = «a die Integrale einer Differential- 


sleichung (m—k)te Ordnung F,_,= 0 mit dem charakteristischen Index %', 


m 


so enthält F,=0 die Integrale einer Differentialgleichung Ater Ordnung 


f.=0 mit dem charakteristischen Index A’ (Abh. Bd. 76, No.3). Isth=% 
und enthält F,=0 die Integrale von F,_,=V mit dem charakteristischen 


Index Null, so enthält also F,=0 die von ,=0 mit dem charakteristi- 


schen Index k und umgekehrt (l. ce. No.4); der besondere Fall, wo h= | 


ist, war in Abh. Bd. 75 behandelt und bildete den Ausgangspunkt für die 
Untersuchungen in dieser Nummer. 

IV. F,(@,x) sei durch das System F, ,‚y,a@) = s, fi(s, 2) gegeben 
und die Coefficienten p, p\” und g sollen ausserhalb eines Kreises um x = 0, 


abgesehen von 2= x, einwerthig und stetig und für == x in endlicher 
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. . re . N . . 1 . 
Ordnung unendlich sein. Wird die Substitution 2 = - vorgenommen, wird 
alsdann F,(y, x) = (-F)"F,(y. Ü) gesetzt, entsprechend bei F,_, und f,, ferner 
UF", Nd= fi (sd. so folgt für F,y,O) das System F,_.(yOD=s, 
fi ($,D). Der charakteristische Index in fi = 0 bei t=0 ist derselbe wie 
in ;=0. Für den zu F,(y, x) reeiproken Ausdruck F,(y, x) sei 
N) u Amp’ 
F„Qg;t ) u (-F)"F,.(Y; E). 


Der reeiproke Ausdruck von F),(y, OD) ist alsdann E"PF,A">y,D (Abh. 
Bd. 83, p. 137). 













‘) 
I 
Determinirende Factoren, Systeme normaler Elementarintegrale, Systeme normaler Elementar- 


differentialausdrücke. 


I. @,(y, x) sei ein homogener linearer Differentialausdruck ter Ord- 
nung mit Coefficienten, die bei e=a, abgesehen von diesem Punkte, ein- 
werthig und stetig und für z2=a in endlicher Ordnung unendlich seien. 
der Uoeffieient der höchsten Ableitung gleich 1. Gy, x) sei unter der 
orm e"G,(e”"y, x) darstellbar, wo w gleich Null oder von der Form 


>c_,(@—a) ",@, ein homogener linearer Differentialausdruck, dessen charakte- 
1 


ristischer Index bei e=a gleich Null ist, so ist dieses nur auf eine Weise 
Y 
dı!-! 
Die Differentialgleichung @, = O0 hat nach No. 1 II ein System Integrale 
von der Form 


Ii—1 


möglich, wie sich aus der Betrachtung des Üoeffieienten von ergiebt. 


y’ 
oO 


(1) vfder'nf... (voır.de Gh... 
N. / . v \ . \ 
wo v, von der Form (2-a)>c,(2—a)' ist; demnach hat @,=0 ein System 


0 


Integrale von der Form 


2.) er fda(e'v.)ern, fe. (ev) 'e"v,dia a=1,.... 


Daher ist G,(y, x) durch das System darstellbar (No.2 (9.)) 
dy dy, dyı-ı 
(3.) 2 Erin u a7 ie Ti | 


dloge"v, 
dx 


dy Be de vy dlogr, _,ı 
ehe 


wo ,=- ‚ und demnach 


dx dx de , 





Dan Te a ner 








Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


Fine Funetion der Form 


3.) e"z-a)Bc (ca 
nr " -. 
wo w gleich Null oder von der Form Fe ‚(x—-a) ', ist ein normales Elementar- 


integral genannt worden, e” der determinirende Factor, r, wenn Mod e,.0 
ist. der Erponent in dem normalen Elementarintegral. Ist e l. so hat 


man ein reguläres Klementarintegral. Ein Ausdruck der Form 


6. u, (dx u, uf... fu "ud, 
worin die «, normale Elementarintegrale sind, ist ein System normaler Ele- 
mentarintegrale u,, 4, ... «, (s—1) genannt worden (Abh. Bd. 95. No. 5). 
Iintsprechend werde der Ausdruck 


-\ “ de’ Y ! 
bi. e IE Ui. 
we" / Yı 


dı j Ä De 
wo ;- —py bei e=a den charakteristischen Index Null hat, » wie in 
dr R 


(5.) beschaffen ist, ein normaler Elementardifferentialausdruck genannt, e” der 
. . R) . “ dy h en En 
determinirende Factor in demselben. „_—py ein regulärer Ylementarliffe- 
(IX 2 ‘ 
rentialausdruck. Ein Ausdruck der Form 


I) IR) = NY IH) = Nr YolYs ® 

WO 9, ein normaler Klementardifferentialausdruck, heisse ein System normaler 
Elementardifferentialausdrücke, die Ausdrücke g, bis q, (s I) sind die Be- 
standtheile des Systemes. 

ll. Es sei der Differentialausdruck F Jr durch das Svstem 

») Pig s, O,(s,® 

dargestellt, wo P, gleich einem Systeme normaler Elementardifferentialaus- 
drücke, Q, ein homogener linearer Differentialausdruck mit dem Coeifticienten 
der höchsten Ableitung gleich 1, dessen Coefticienten für 2=a nur in end- 
licher Ordnung unendlich werden, und so beschaffen, dass 0, = 0 nicht 
mehr ein normales Elementarintegral enthält, oder die Ordnung von Q, gleich 
Null ist. Wenn S irgend ein System normaler Klementardifferentialausdrücke 
ist, so dass die Integrale von S=0 in F,=0 enthalten sind. so sind 
dieselben auch in P,=0 enthalten, wie sich auf folgende Weise ergiebt. 

Zwei normale Elementardifferentialausdrücke g und z heissen ähnlieh, 
wenn die determinirenden Faetoren e” übereinstimmen, und die Wurzel der 
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Exponentengleichung von e “g(e"y, z)=0 sich von der von e”"z(e’y, 2) = 
höchstens um eine ganze Zahl unterscheidet. Zwei Systeme von normalen 
Klementardifferentialausdrücken heissen ähnlich, wenn sie gleich viele Be- 
standtheile enthalten, und die Bestandtheile von derselben Stelle in beiden 
ähnlich sind. Sind die Integrale von g= 0 und % = O linearunabhängig und 
werden dieselben in einer homogenen linearen Differentinigleichung vereinigt. 
so erhält letztere die Formen 


rw) = 9, ya) =d, 

2) =y. Hy.) = 0, 

wo z, ein normaler Elementartdifferentialausdruck, der 2 ähnlich ist, y, ein 
solcher, der g ähnlieh ist. Da nun in F,„=0 das Integral von = 0 
enthalten ist, wo 2 der normale Elementardifferentialausdruck, der in S an 
der Spitze steht, so folgt dureh suecessive Anwendung von (10.) in Bezug 
auf z und die Bestandtheile von P,, dass auch eine Darstellung durch ein 


System normaler Elementardifferentialausdrücke besitzt, in welcher 2 an 


(10.) 


der Spitze steht, und hierauf folgt ein System, welches dem System von 
P, in (9.) ähnlieh ist, nachdem ein gewisser z ähnlicher Bestandtheil her- 
ausgenommen ist. In gleicher Weise ergiebt sich, dass der auf % folgende 
Ausdruek in P, eine Darstellung hat, in welcher der zweite Bestand- 
theil von S an der Spitze steht, und indem man in derselben Weise fort- 
fährt, erhält man den Satz, dass die Integrale von S=0 auch P, = erfüllen; 
vel. hierüber No. 8 (Abh. Bd. 76, No. 5, wo die Systeme normaler Elementar- 
integrale angewandt sind, Abh. Bd. 91. No. 7, Ill a)). 

III. F,@,x) sei ein homogener linearer Differentialausdruck m'“ 
Ordnung mit dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1, dessen 
Coetfieienten bei ce =a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und stetig 
und für -=a in endlicher Ordnung unendlich seien. Wenn ı ein Ausdruck 


gleich Null oder von der Form Fc_,(2—-a)”* ist, so dass in e”” F,(e"y, x) = 
| 


der eharakteristische Index bei 2=.« kleiner als m, so heisse e” ein fun- 
damentaler determinirender Factor von F,,(y, x) bei x = a und die Exponenten- 
gleichung von e"F,(e"y,z)=V bei x=a die diesem fundamentalen deter- 
minirenden Factor zugehörige Erponentengleichung. In F,(y, x) sollen 
ausserhalb eines Kreises um x =0, abgesehen von 2= x, die Coetfieienten 
einwerthig und stetig und für 2= x in endlicher Ordnung unendlich sein. 


Wenn » gleich Null oder von der Form Ne, r' ist, so dass in e”"F,(e"y, x) = 
l 


































bei ze=—x 
fundamentaler determinirender Factor von F,(y.r) bee e= x und die Ex- 
ponentengleichung in e 
Exponentengleichung genannt. e”" F,,(e"y, x) geht über, wenn 2=f, F,(y, x 
= (-PF 
dass also der eharakteristische Index in €" F/,(e"y,)—=V beit=V0 kleiner 
als m werden muss (No. 5 III). demnach die Aufsuechung der fundamentalen 
determinirenden Faetoren bei x = x, wie bei r = a vorzunehmen ist. Wenn 


beir-=a der ceharakteristische Index gleich Null ist, so ist ein Ausdruck 
w eleich Ie 


wie aus dem Systeme (3.) und Satz No. 2, Il a) hervorgeht. Die bei einem 
singulären Punkte von F,„(y, x) = mit rationalen Coeffieienten zu den fun- 
damentalen 
werden fundamentale Exponentengleichungen genannt. 


(y.) sei durch das System 


dargestellt, wo F,_ 
Coeffieienten der höchsten Ableitung eleich 1 sind, deren Coetfieienten bei 
z=a, bezüglich z = x abgesehen von diesem Punkte einwerthig und stetig 
diesem Punkte nur in endlieher Ordnung unendlich sind. Dann 


veht aus e 


Hieraus folgt: Ist e” fundamentaler determinirender Factor von 
F,(y, x), so auch von wenigstens einem der Ausdrücke F,_, und f; und 
umgekehrt (No. 2, Ila), IV). Die Wurzeln der Exponentengleichung von 
e"F„_.(e"y,z)=0 und die von e””f,(e"s,x) =V, letztere nachdem eine 
vanze Zahl hinzuaddirt ist, bilden zusammen die Wurzeln der Exponenten- 
gleichung von e”F,(e”y, 2) =0 (No. 2, Ilb), IV). 

er reeiproke Differentialausdruck von F,,(y, x) sei F,(y, x) (No. 2, | 


wie aus der reeiproken Beziehung der Integrale von F,„=0 und F,=V0 
(No. 2, (7. 
senommen werden. Daher sind die fundamentalen determinirenden Faetoren 
von F, die reeiproken Ausdrücke derer von F„ (No.2, Ile), IV). Die 
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der eharakteristische Index kleiner als m ist. so werde e” ein 


u 


F„(e"y,2)=0 bei x x (die demselben zugehörige 


(€) w(t) gesetzt wird, in (-E"e” F,(e y, Et), SO 


/ 


N “ 
Y» t), u 


‚(@-a)”" mit der angegebenen Eigenschaft nieht möglich, 


N 


determinirenden Faetoren gehörenden Exponentengleichungen 


BI Fee SE 


und f; homogene lineare Differentialausdrücke mit dem 


2 


nn 


I 


"F,„(e"y, x) das System 


m \ 


12.) rege =, CF, 


m\ 
y 


zu e”"F,(e”y, x) veciproke Difterenttalausdruck e"F,(e "y, x 


1 


| 


( ın 


(8.)) hervorgeht, indem dieselben bei einem nichtsingulären Punkte 


26* 
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Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichungen von F, sind die mit ent- 


u 


gegengesetzten Vorzeichen genommenen Wurzeln der zugehörigen Exponenten- 


sleichungen von F,, zu denen eine ganze Zahl addirt ist. (No.2, Ild), IV.) 


4, 


Ermittelung der fundamentalen determinirenden Factoren. 


l. Bei dem Differentialausdrucke F,(y, x) in No. 3, III sollen die 
Ausdrücke ® von der Form Ec_,(@-a)” aufgestellt werden, für welche der 
charakteristische Index in e””F,(e”y,x) bei e=a kleiner als die Ordnung 
m wird. (Abh. Bd. 76, No. 6; Bd. 83, No. 6; Bd. 91, No. 7, III b) und e).) 
Hierzu muss in F,(y. x) bei e=a der charakteristische Index h > 0 sein 


Y ‘ « u d’ in "TV dıv . 
(No. 5, 1ID. Setzt man e"—— e"T=T.,, = 2, so Ist 
R s d.r’ ’ dx 
a dT d’-'T r(r—1) d-?T 
on ie ce Ye ES ERAREO ı1. 5 
am | da’ ER de’! 1.2 u re tA,T, 
a 
\ : de” dä a 
A = e”— — 4 == 5, A — A en n 
a dr“ 1 ., a 1" dx 





In dem entwickelten Ausdruck von e””F,(e"y, x) kommt daher » nur in 
dw 


und in Ableitungen von z vor. Aus dem Üoeffiecienten von y in 
dc au 


e"“F,(e"y. x) geht als nothwendige Bedingung dafür, dass der charakte- 
ristische Index in e ”F,,(e”y, x) kleiner als m werden soll, die hervor, dass, 


m \ 


wenn man in den Ausdruck 


[* hy „uh—l ı ' 
2.) zZ+p&"+-+p, 
dw 


r <A Sc_,(x-a) " einsetzt, die höchste Potenz von (z—a) ', die 
dt 1 , 


- — 


in den Entwickelungen der +1 Summanden z’, p,3’"' bis p, vorkommt, 
und die »—1 niedrigeren Potenzen aus dem Gesammtausdrucke (2.) ausfallen 
müssen. 

A) Diese Bedingung bestimmt zunächst die möglichen Werthe des 
(sliedes mit dem höchsten Exponenten von (e-a)”' in z, der Grösse 


7 ae 
) 


nc_,(@—-a) "'”,. m, (a=0,..m) seien die in No.1,1I definirten positiven 


sanzen Zahlen. Die Exponenten der höchsten Potenzen von (z—a) ', die 
in den Summanden von (2.) vorkommen, sind in der Reihe enthalten 


3.) hia+l), m+lkh-I)a+l),, m+(h-2)(n+1), .... 7, 


wenn 71,>0 ist: und wenn 7,=V ist, so ist der höchste Exponent von 


-n 
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(2—-a) in dem betreffenden Summanden von 2) und ebenso die zu a 
gehörige Zahl in der Reihe (3.) kleiner als An-+1). Die grösste Zahl 


N 


4 » > a1 N ıQ& ranlorcta x r rnı . „ - r 
in der Reihe (3.) muss nun wenigstens zweimal vorkommen. Die Zahlen 


lieser Reihe seien auf die Form 


r | h(n+1l), hAa+l)+n,—-(n+1), 
.) ara Ri \ r 7T, 
(Km +1)+2( = —(n- 1)) ..h(a+1)+hl —(n+1)) 
2 h 
gebracht. Die grösste der positiven Zahlen 
.. 7L, 9T; 
D. . — te — 
( ) 2 h 
* » [2 * [3 * 71 » 
von denen die letzte jedenfalls > 0 ist, sei g und trete zuletzt in anf. 


Ist e<h, so sei die grösste positive der Zahlen 


nm 7ı nr ı,— TM 
6.) N.,,—T,, eh 
Dr 2 h—c 
von denen die letzte jedenfalls —> 0 ist (weil k der eharakteristische Index 
ua  . Taihee u 
ist), g’’ und trete zuletzt n — auf. Ist ce" <h, so sei die grösste 
/4 « e ( b 


positive der Zahlen 
Am, Ra m, — nn 


(7 N . 
dr) TO) +1 1,0), > u h el 


r . AHA, ' Bi 

g’ und trete zuletzt in 5. Auf. Im dieser Weise ist fortzufahren. 
Oz 

bis in einer solchen Reihe die grösste positive Zahl in der letzten Zahl 

auftritt. Dann erfüllen die positiven Zahlen g, g’, g°, ete. die Bedinzung 


4 >g"’>g)..>0. Diejenigen unter diesen Zahlen, die 2 und zu- 


gleich ganzzahlig sind, geben die Werthe des Exponenten »+1, die der 


Bedingung entsprechen, dass, wenn in (2. 


0" 
oO 


IN (n 
O. 


f 
\ 


oz —a 
eingesetzt wird, o sich so bestimmen lässt, dass die höchste Potenz von 
(2-a) ', die in den Entwiekelungen der Summanden von (2.) 3’, p,s"' bis p 
vorkommt, aus dem Gesammtausdrucke (2.) ausfällt “Abh. Bd. 76, No. 6). 
Die Coeffieienten o sind die Wurzeln folgender Gleichungen: 
Ist g einer der gefundenen Exponenten »+1, so ist a jede Wurzel 
der Gleichung 
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ı weleher das absolute Glied von Null verschieden ist. Und ist g"> em 
Werth des Exponenten »a+1, so ist o jede Wurzel der Gleichuı 


0 
15 


„(r)_.(v—]) PU I)4j „(r) (vr) _ tr -1) 
ng Pe dar an] 0 I 
Po) i _ 


( j( ). 


P.o) ( En y 

... BER ” { — \(e v)_ Bi I.) =. 

+| (2-4) 59 
P.o-1) 


in der das absolute Glied von Null verschieden ist. Diese Gleichungen 
sind Coeffieientengleichungen genannt worden. Mit jedem der gefundenen 
\Werthe des Exponenten +1 und den sämmtlichen Wurzeln der zugehörigen 
Uveffieientengleichung seien die Ausdrücke o(z-a) "+" (8.) gebildet.  Die- 
selben sind die Hauptpotenzen von F,(y,x) bei@z=«a genannt worden (Abh. 
Bd. 83, No.6). Ihre Anzahl ist gleich oder kleiner als k. Einer einfachen 
Wurzel entspricht eine einfache, einer mehrfachen Wurzel eine mehrfache 
Ilauptpotenz. 

b) Aus einer Hauptpotenz geht das Anfangsglied in «© hervor 


—n 


h 
c_,(2—-0) 


‚( Die übrigen Glieder in » werden in folgender Weise bestimmt. 

Es werde eine einfache Hauptpotenz o(z-a) "'’ von F,(y, x 
angenommen. Die bei (2.) angegebene Bedingung liefert alsdann weitere 
»—1 Gleichungen, aus denen suceessive einwerthig die übrigen »—1 Glie- 
der in z bestimmt werden. Denn wenn der Ausdruck (2.) durch f(z 


nr 
Oo (2) 
s \ 


Te 


bezeiehnet wird. so versehwindet in der ÜCoetfieient der höchsten 


a 


= 


Potenz von (7—-a)”', die in den Summanden kz’”', p,(h—-1)»""" bis p, , vor- 
kommt, nieht. Und mit diesem Coeifieienten ist in jeder folgenden Glei- 
chung der Coeffieient eines folgenden Gliedes aus z multiplieirt. Der 
charakteristische Index in e””F,(e”y, x) wird gleich m—1, also die zuge- 
hörige Exponentengleichung vom ersten Grade (Abh. Bd. 76, No. 6). 

Es werde eine o-fache Hauptpotenz genommen. ww sei gleich 


n 


+0) vesetzt. Wird 


C_n(z—a)"" pr _„(z-a)" N f k 
F,(e y,2) = Fly, x) 


m\ m \92"7) 


ce 
c_,.(2—&) 


vesetzt, so Ist nun wo’ = IF c_,(z-a) ', wo n gegeben ist und Üoefficienten 
se; 


' ı zb ey „) \ 
c_, gleich Null sein dürfen, so zu bestimmen, dass in e” Fe" y,x 
der eharakteristische Index kleiner als m wird. Der charakteristische Index 
in F\ sei m—t, so ist ro (Abh. Bd. 91, No. 7, III b)). Die Hauptpotenzen 


von FÜ’, in denen der Exponent von (r—a) ' kleiner als »+1 ist. kommen 
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höchstens in der Anzahl e—r vor (l. e). Denn wenn durch pV die 
('oefficienten von F},’ bezeichnet sind, so sind die Hauptpotenzen von FÜ, 
in denen der Exponent kleiner als »-+1 ist. unter den Hauptpotenzen ent- 


halten, die der Ausdruck 


() | (1) 
(192, „12T, Pm-e+l „ne -T-1 |  _Pm-ı 
\ .) de r (!) © T (ee (1) 

P mn ) Pm —y 


ergiebt, in welehem der eharakteristische Index des Coefficientensystemes 1. 
(!) (1) 


Dm—o 4 Im- . A ri ie 2 . 
| G) — bis = — gleich e—r ist, und dieser Ausdruck liefert überhaupt 
Pin 0 P mo 


höchstens oe—7 Hauptpotenzen. Ein Ausdruck w', in dem alle Coetfieienten 


ce ,(a=n-1l,...1) gleich Null sind, besteht, wenn 7>>0 ist. Es sind nun 


diejenigen Ausdrücke w’, in denen nicht alle Coeffieienten Null sind, auf- 
zustellen. Hierzu ist eine Hauptpotenz von FÜ mit dem Exponenten 


v+1<<n+1l zu nehmen. Ist»+1<n, so wird e , (a=n-1,...v+1) gleich 


\ 


Null. Vermittelst der angenommenen Hanptpotenz —re ‚„(e@—-a) "'» wirt 


(z—-a)" in w’ gebildet. Um die übrigen Uoetfieienten in 


das Glied e_, 
oc‘ zu bestimmen, tritt nun wieder das vorige Verfahren ein. Ist die anze- 


nommene Hauptpotenz —rve_,(z-a)""'" einfach, so ergeben sich die übrigen 

> due‘) s \ ri), ru 

(!oetfieienten in ’ eindeutig durch die bei (2.) angegebene Bedineune. 
de € En ; 


1) 


. n 0 U) ri ( : er 
Die Exponentengleichung von e”" Fi,'(e” y,x) wird vom ersten Grade. 


Ist die angenommene Hauptpotenz mehrfach. so wird we’ = e_,(r-a) "+w‘” 
AaN =c_„(2-0) 01) „(z-a) | (2) 
(13.) e F’(e y,z) = Fi’(y, 


vesetzt, und es sind die Coetfieienten in «’ zu bestimmen. 


Die Anzahl 7 (0) der Wurzeln der Exponentengleichung von F 
und die Anzahl der Hauptpotenzen von Fi, in denen der Exponent von 


' kleiner als »+1 ist, sind zusammen eleich oder kleiner als o. 


(2—a) 
Indem man nun das angegebene Vertahren fortsetzt, ergiebt sich bei einer 
o-fachen Hauptpotenz von F,(y, X): 
Wenn man die von einander verschiedenen fundamentalen determini- 
div 


renden Faetoren e” bildet. bei denen das Glied von ] mit dem höch- 
(d.X 


sten Exponenten von (2 —a)” dieser Hauptpotenz gleich ist, so ist die 


(Gesammtanzahl der Wurzeln der zu e”F,(e"y. x) gehörenden Exponenten- 


gleichungen gleich oder kleiner als o. 


Lee) 
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C) Ist F,(y, x) durch das System 
IE PP, = He) 

dargestellt, wo F,_, und f; homogene lineare Differentialausdrücke mit dem 
Coeifieienten der höchsten Ableitung gleieh 1 sind, deren Coeffieienten für 
r = a nur in endlieher Ordnung unendlich werden, so folgt aus den Glei- 
chungen zwischen den Coeffieienten No. 2 (14.) und Satz No.2, lla): Die 
Hauptpotenzen von F,_, und die von f; bei r=a sind zusammen die von 
F,„ (Abh. Bd. 85, No. 6, II). 

Wird nun vorausgesetzt, dass der Ausdruck O,(s, x) in No.3 II keine 
ilauptpotenz enthalte, so folgt aus dem vorhergehenden Satze, dass, weni 
man das in A) und B) angegebene allgemeine Verfahren zur Herleitung de: 
fundamentalen determinirenden Factoren von F,(y, x) anwendet, dieses Ver- 
fahren gerade successive die einzelnen Summanden der Grössen w liefert, 
die in den determinirenden Faetoren der Bestandtheile von P,Y,x) in 


oleiel: 


(No. 3, Il) vorkommen. Es ergiebt sich dabei zugleich, indem die & 


vielfachen Wurzeln einer Coeifieientengleichung aus einer Gleichung her- 
vorgehen, die diese Wurzeln einfach enthält, dass gewöhnlich zur Bestim- 
mung der Summanden in den Grössen ww Gleichungen ersten oder zweiten 
Grades, überhaupt niedriger Grade auftreten, namentlich dann, wenn die 
Hauptpotenzen von F,, ermittelt sind (Abh. Bd. 91, No.7, III e)). 

Il. Ist in F,g, x) bei e=a der ceharakteristische Index h2>V, so 
ist die Gesammtanzahl der Wurzeln der Exponentengleichungen, die zu den 
von 1 versehiedenen fundamentalen determinirenden Factoren gehören, nacl 
1 A) und BD) gleich oder kleiner als h; die Anzahl der Wurzeln der zu 
dem fundamentalen determinirenden Factor 1 gehörenden Exponentenglei- 
chung ist m—h. Ist der eharakteristische Index A=0, so ist nur der fun- 
damentäle determinirende Factor 1 vorhanden und die Anzahl der Wurzeln 
der Exponentengleichung m. Also ist in allen Fällen die Gesammtanzah! 
der Wurzeln der zu den fundamentalen determinirenden Faectoren bei x = a 
vehörenden Exponentengleichungen gleich oder kleiner als die Ordnungs- 


zahl m (Abh. Bd. 91, No.7, 111 b)). 
Zweite Abtheilune. 
Es werden homogene lineare Differentialausdrücke mit rationalen 


C'oeffieienten betrachtet, in denselben ist der Coefficient der höchsten Ab- 
leitung immer gleich 1 angenommen. 

















b- 
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b. 
Reguläre und normale Differentialausdrücke. 

Eine homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coetfi- 
eienten, die nur reguläre Integrale enthält, hat bei jedem singwlären Punkte 
im Endlichen oder Unendlichen den charakteristischen Index gleich Null 
und umgekehrt. Der Differentialausdruck derselben hat daher, wenn a, bis 


a, die singulären Punkte im Endliehen sind, und (r—-a,) (r—a,)...(2—-a,)=y(x 


4 


vesetzt wird, die Form 


(1 dy , vl) Ey, vyla) Wr 1) 


N) et) BT la)? de (p(a)) ? 


wo w,(z) ein ganzer rationaler Ausdruck höchstens a(z— 1)!" Grades ist 
(s. die Abh. des Herrn Fuchs Bd. 66, p. 139): und wenn im Kindlichen kein 
d’ı 


dx 
cher Differentialausdruck ist von dem Verfasser ein regulärer Differential- 


singulärer Punkt sich findet, so ist der Differentialausdruck Kin sol- 
ausdruck genannt worden (Abh. Bd. 83, No. 1). 
Ist ?,(y, x) ein homogener linearer Differentialausdruck / Ordnung 


mit rationalen Coeffieienten und soll D,y, x) 


) gleich ogy,(o”'y, x) sein, wo 
y, ein regulärer Differentialausdruck, so ergiebt sich PD, y, x) = e"P(e"y. x), 
wo W eine rationale Function, &, ein regulärer Differentialausdruck ist. 
Dieser Ausdruck e"$,(e”"y,x), in welchem die in Partialbrüche zerlegte 
rationale Function W zum absoluten Gliede Null haben soll, ist ein nor- 
maler Differentialausdruck genannt worden, e" der determinirende Factor, 
P,(y. x) der reguläre Viftferentialausdruck in dem normalen. Ein regulärer 
Differentialausdruck ist demnach selbst ein normaler mit dem determiniren- 
den Factor 1. Ein Differentialausdruck, der sich unter der Form eines 
normalen darstellen lässt, nimmt diese Form nur auf eine Weise an (Abh. 
Bd. 83, No. 1). 

F„=V sei eine homogene lineare Differentialgleiehung mit rationalen 
Coefficienten, welche die Integrale von 2, = O enthält. Wird W= w+W-w 
gesetzt, wo w die Glieder der in Partialbrüche zerlegten rationalen Function W 
sind, die in einem Punkte unendlich werden, wobei auch der Fall, dass » = U 
ist, betrachtet wird, so ist der eharakteristische Index in e "F,(e"y, x) = 0 
bei diesem Punkte derselbe wie in e”"F,(e”y,2)=0; zugleich stimmen 
die Exponentengleichungen überein. Daher ist, wenn w von Null ver- 
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schieden ist, e” einer der fundamentalen determinirenden Faetoren (No. 3, II 
bei einem singulären Punkte von F,(y, 2) =, und e” ist das Produet von fun- 
amentalen determinirenden Faetoren, von denen je einer je einem singulären 
Punkte von F, angehört. Der Ausdruck e”"F,(e"y, x) = @,(y, ©) muss 
sich dann durch ein System von zwei homogenen linearen Diftferentialaus- 
drücken darstellen lassen, von denen der erste ein regulärer ist (No. 3: 


(9.), (14.)), 


6. 

Krmittelung, ob ein homogener linearer Differentialausdruck mit rationalen Coeffieienten sich in « 

System von zwei solchen Ausdrücken zerlegen lässt, von denen der erste regulär ist. 

is ist zu untersuchen, ob der homogene lineare Differentialausdruck 
m'e Ordnung @G,(y, x) mit rationalen Coetficienten sich durch ein System 
von zwei homogenen linearen Differentialausdrücken (m—A)ter und Ater Ordnung 

(1.) F,„ h (Y; ®) Er fi (8, €) 

darstellen lässt, von denen F,_, ein regulärer Ausdruck ist. (Abh. Bd. 78; 81: 
85, No.5; 91, No. 7, Il). Die Coefficienten von @, seien durch p,, die von 
F,_, durch p!”’, die von f, durch g, bezeichnet. Es besteht zwischen den 
Coeffieienten das Gleichungssystem No. 2, (14.). Der charakteristische Index 
von @,=0 bei einem beliebigen Punkte muss — %k sein (No. 2, Il«), IV). 

I. A) Zunächst ist pl’ zu bestimmen (vgl. Abh. Bd. 83, No. 5 
@G„=0 habe im Endlichen 20) singuläre Punkte; dieselben seien, wenn 


z>Vist, a, bisa,. F,-, = 0 besitze im Endlichen 4(— 0) singuläre Punkte. 
die in @,„=0 nieht vorkommen, dieselben seien, wenn 4 >>0 ist, a,,, bis 
A... Ist 242 =0, so wird F,_, = = Ist <+4>0, so wird 

' 

: A Fer 

Die möglichen Werthe von 
2) 0, = Pa in ael..r 

ergeben sich vermittelst der Exponentengleichung von @,=0 bei a, Da 


F,_,= 0 nur reguläre Integrale hat, die auch @,„=0 erfüllen, so sind die 
Wurzeln der Exponentengleichung von F,_;,=0 bei a, auch eben so viele 
Wurzeln der Exponentengleichung von @„=0 (No. 1, (2.), (4.)), Die Ex- 
ponentengleiehung von F,_; =) Ist 


m 
7ER >. EEE U OR. "RR RER TER U WU 

Ir (r—1) ... (r—(m—-k)+1)+[p”(z-a,)],-., r(r—1) ... (r—(m—k)+2)- 

| +[p.(@-0,)"").., = 0, 


D 
N 
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die von @,„=0,. wo der charakteristische Index Ah, ist, 





| - L 
\ Pr,+1 / u g \ s \ \ 
h | 1). (mh )+1)4+| (2a, | r(r—1)..(r—(m—h,)+2) 
{ \ \ ), \ A , { 
= 1 A 
S (5.) a a 
+ PR (2-a,)" 1 — A), 
_ Ph, Ir=a, 
) . . 
Also ergeben sieh als die möglichen Werthe von «, folgende in endlicher 
Anzahl 
BR a B \ (m—k)(m—k—1 ar 
(6.) [pi (aa), = - —, -— Re», 
wo R{""® die Summe von m—k Wurzeln der Exponentengleichung von 
G„=d ist. 
K . . . . y  * . .. 
Die Punkte a,,, bis a,,, sind in F,„_,=0 ausserwesentlich singuläre, 
Il 1° . . . . . . . 
d.h. die Integrale bleiben bei diesen Punkten einwerthig und stetig. Die 
E von einander verschiedenen positiven ganzzahligen Exponenten in diesen 
Integralen können nicht die Zahlen O0 bis m—-k—1 sein, da sonst ein nicht- 
singulärer Punkt vorhanden wäre. Also muss gemäss der Exponenten- 
N | : . ER u Mm u 
gleichung von F,_;,=0 der Coefficient |pi” (= —-a,)].-. (a=%+l1,..2+4%) 
ıl 
eine negative ganze Zahl sein. Daher ist 
m 
Rn Hl q, d\ogD(«x) 
/ { > ._ wi h J 
„1 2—a dx 
ri \ . , © u) * [3 * P 
a wo $(x) eine ganze rationale Function von x ist, deren Grad = — N 
# ut - A. 
und deren Coefficienten zu bestimmen sind. Um den Grad 7 zu ermitteln, 
8 | wird in (2.) 2= 17 gesetzt, wödurch 
; 6 e pi! 
(9. ) I — 5 Üdf(_— s 
N. 7 1 4 ! 4 
3.11 le") u en 
hervorgeht. Die möglichen Werthe von | | „ergeben sich in endlicher 
Anzahl aus den Exponentengleichungen von F, ,= 0 und @„=0 beiir= x 


No.1, IID. In den Differentialgleichungen, die nach Substitution von 2 =t# ' 


aus @„=0, F„u=0, fi= 0 hervorgehen, seien die Coefficienten bezüglich 
durch p). pl”, g, bezeichnet. Dann ist 


ur A -1) * | in 
9) 77 = (m-h)m-k-1)-1p". 
Und es ist ferner 
PETER 24 (m—k)(m-—k—1) 
(10) [pP] = . Ren, 


‘) Y 
- 


7* 





2 
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wo durch RZ? die Summe von m—k Wurzeln der Exponentengleichung 
von @,=0 bei e= x bezeichnet ist. Also wird 


A) = Zu, a1) _ nun 


2 =» ) 


und es ist zunächst nothwendig, dass sich für den Ausdruck rechts in (11.) 
eine ganze Zahl gleich oder grösser als Null ergiebt. 

Nachdem ein Werth für 7, den Grad von $(zx), angenommen ist, sind 
die Coefficienten in D(r) zu bestimmen. 

Zu dem Zwecke ist zu zeigen, wie man die formelle Entwickelung 
der Coeffieienten p/® und hier speciell die von pf” bei einem Punkte 
a,=A (a=1,...2) nach Potenzen von 2—-A, oder bei 2=x, also nach 
Substitution vone=fr"', beit=(0 nach Potenzen von £ aufstellt. Man erhält 
dieselbe, indem man vermittelst der angenommenen Exponentengleichung 
von F, ;,= 0 bei einem solchen Punkte nach No. 1, II die formelle Ent- 


wiekelung der Integrale von F,„_,=® unter der Form o,, v /v.de, ete. aus der 


Differentialgleichung @,= 0 herleitet, s. II. Kennt man die formelle 
Entwickelung von pf” bei 2= A, so ergiebt sich aus (2.) 


x &, n @ a: x 4 (2— A)" 
a ee a et 
1 x— A—(a,— A) e==i) n=%H 1 (a; —A4) 


Hierdurch werden die Werthe der Coeffieienten von (@—A)" bis (e—- A) 
rechts bekannt. Diese Coetfieienten sind die Summen der gleich hohen 
Potenzen mit den Exponenten 1 bis 7 der Wurzeln der Gleichuı 


4, 1 N-en 
(13) Ala-—) = 0. 


“+1 


O* 
15 


Demnach werden die Coeffieienten dieser Gleichung 7(z) =0 bekannt. Das 
absolute Glied B in #(z) darf nicht verschwinden, wofern (x) bestehen 
soll, und man erhält 


PENPREN z—A) nf A x 
(14.) P en = (ee). 
\ / b \c—A ( , 

Ist die formelle Entwiekelung von p!” bei £=0 bekannt, und daher nach 


(9.) die von p’(t), so ergiebt sich aus (2.) 


K/4—]1 Yz n==%X =X- 4 

a j‘ ) t ) j . a r 
(15.) RER a +2 = —- 2327 2 00. 

\ ‚ n  A-a,l n=0) a=x-+l 























a=2+/4 
Hierdurch werden die Werthe der Grössen — FE «a (n=1,...r) bekannt. 
a=x+i i 


und aus diesen ergeben sich die Coefficienten von D(e). 





IS 


r* 
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B) Nun wird $(r) durch den grössten gemeinschaftlichen 'Theiler 


dD(x ’ ‚ 
au eetheilt, hierdurch gehe das Polynom z(= 
dx o ) o . ver 


der Polynome & (x) und — 
‚ten Grades hervor. Wird (2—-a,)(2—a,) ... (2—a,) = gy(x) gesetzt, und gleich 1, 


wenn z=0 ist, so muss jeder Coefficient p$” (b=1,...m—k) die Form haben 


» LIT 
(16.) ps ” > 9 
Ir@)z@)] 
wo w,(x) eine ganze rationale Funetion, deren Grad = (z+4-—1)b ist 


(No.5, (1.)),. Aus der formellen Entwiekelung von p}' nach Potenzen von 


1\ 


z—A, oder aus der formellen Entwiekelung von Ep (t welches eine 


homogene lineare Function von Ep!” (e=(0,...b, pl” = 1) mit numerischen 

Coeffieienten ist, nach Potenzen von f erhält man mittelst der Gleichung 
(17) pPPlp@dza)! = vi 

die Grössen w, (x), wobei in der Entwiekelung von pl beie=A (z+4-1)b+1 


. 1 . . * 3 * 5 
(Glieder von — vw an, oder in der Entwiekelung von pl” (2+4—1)b+1 
c—A) | 

1 


Glieder von za bekannt sein müssen. (V 


gr 


ol. Abh. Bd. 91, No. 7, 11. 


u 

Es genügt p’(b=1,...k) auf die angegebene Weise zu bestimmen, 
wo %k die kleinere der beiden Zahlen % und m—k ist. Dann ergiebt das 
Gleichungssystem No. 2, (14.) aus den k ersten Gleichungen successive ein- 
deutig die Coefficienten g, bis g, in f,(s.x) und hierauf, wenn k<Zm-—k ist, 
aus den m— k—k folgenden Gleichungen successive die übrigen pl ’(k+1....m—k). 

Damit nun @, sich durch das System (1.) darstellen lässt und zu- 


Y 


gleich F,_, regulärer Differentialausdruek ist, ergiebt sich als nothwendig 
und hinreichend, dass auch noch die übrigen Gleichungen des Gleichungs- 
systems No. 2, (14.) durch die gefundenen Ausdrücke p“ und g erfüllt werden, 

Dass, wenn diese Bedingung erfüllt ist. F,_, ein regulärer Differential- 
ausdruck ist, also bei jedem Punkte im Endlichen und Unendlichen den 
charakteristischen Index Null hat, folgt daraus, dass bei jedem Punkte der 
charakteristische Index von @,„=0 gleich der Summe derer von F,_, =) 
und = 0 ist (No. 2, lla), IV) und dass der ceharakteristische Index von 
fı=0 gleich dem von G@,„= 0 sein muss, weil der charakteristische Index 
von p® (b=0,... A) bei jedem Punkte im Endlichen und der von p® (b=0,... K 
bei t=0 gleich Null ist, daher der von p,(b=0,...%k) gleich dem von 


%(b=0,...A) und der von p, b=0,...A) gleich dem von gb =0,... h), 
und weil in @,=0 der eharakteristische Index — % ist. 
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II. Die formelle Entwiekelung der Coeffieienten von F,_, erhält 
man durch die formelle Entwiekelung der Integrale von F,_,= 0 bei einem 
der Punkte ,=A (a=]1,...z) oder bei e=r", t=0. Die Wurzeln der 
luxponentengleichung von F,_,= 0 bei einem solchen Punkte, die gemäss 
(6.) oder (11.) angenommen sind, seien r, bis r„_, und so geordnet, dass 
diejenigen, die sieh nur um ganze Zahlen unterscheiden, auf einander folgen 
und unter diesen die vorhergehende einen reellen Theil hat, der nicht kleiner 
ist, als der der folgenden. Die Integrale von F, ,=0 bei einem solchen 
Punkte nehmen dann, da der charakteristische Index von F, ,=0 gleich 
Null ist, nach No. 1, II die Form an 


(18.) Ü, 0, fo.dE, v,/dEv, |  fonıdS, 


. PR 


wo d%,= 26 Fee, S=r—-A oder $=t, ,=r,—r;_ı—1, &=r, Mod c„> Vist. Die 
Exponenten r, bis r„_, sind Wurzeln der Exponentengleichung von @,=V0. 
Nun soll über die Exponenten r, bis r„_, folgende Voraussetzung gemacht 
werden. Wenn diejenigen Wurzeln der Exponentengleichung von @,=(, 
die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, so geordnet sind, dass der 
reelle Theil der vorhergehenden nicht kleiner als der der folgenden ist, so 
mögen, wenn s Wurzeln der Exponentengleichung von F,_,=0 aus einer 
solchen Gruppe hervorgehen, dieselben die s ersten Wurzeln dieser Gruppe 
sein. Unter dieser Voraussetzung ergeben sich aus @,=0 die Entwicke- 


F. 


C b . . . / u 0} ) a . . fi 
lungen I ——-£" eindeutig (No.1, ID). Mittelst (18.) erhält man die Ent- 
s [9 Cob j 


wickelung der Coefficienten von FÜ, 2) =0 bei z=A, bezüglich derer 


m—k 


P4 


von FW, D=0, wenn Fi%Xy, x) = (-P""FW'(y,E) gesetzt ist, bei t=(0), 


ve m 


indem man suecessive die Differentialgleichungen für ® v,„ if Om_rdE 


“n 
ete. bildet, oder wenn ®,%,...e, = u, gesetzt ist, successive die Differential- 
vleichungen für u,„_x, un anne etc. nach No. 2, (9.), (10.), (11.). 
Wenn man / Coeffieienten in der Entwickelung von e; (b = 1,...m-k) kennt. 
so erhält man dadurch ! Glieder in p’b =1,...m—Ä), bezüglich p{” von 
5” an. Nach (12.), (15.) ist hier 7 zunächst gleich r+1 zu setzen, dann 
nach (17.), wenn die kleinste der Zahlen m—k und k durch % bezeichnet 
ist, = (2+4-1)k+1. 

Wenn die Exponenten r, bis r„_, nicht der angegebenen Voraus- 
setzung entsprechen, so kommen in der formellen Entwickelung der Grössen 
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v und daher der p” zunächst unbestimmte Constanten in endlieher Anzahl 
in dem Zähler der Ausdrücke der Coeffieienten vor, die dureh die weiteren 
jedingungen zu bestimmen sind. Es genügt aber zur Anwendung des Vor- 
hergehenden, dass bei einem einzigen der singulären Punkte von @,= 0) 
im Endlichen a, (a=1,...2) oder bei dem Punkte = x die Wurzeln der 


Exponentengleichung von F,„_;,= 0 die angegebene Voraussetzung erfüllen. 


m 


Ist @ „= e”"F,(e"y, x), wo e" Produet von fundamentalen determinirenden 
Faetoren von je einem singulären Punkte von F,=0 (No. 5) ist, und giebi 
es in F 


ponentengleichungen (No. 3, III) so beschaffen sind, dass in jeder einzelnen 


„= einen singulären Punkt, bei welchem die fundamentalen Ex- 


n 


nicht zwei Wurzeln sich um eine ganze Zahl unterscheiden, so weiss man 
von vorn herein, (No. 5), dass man bei diesem Punkte die formellen Ent- 
wickelungen der Integrale vornehmen kann, so dass sie eindeutig bestimm! 


ausfallen. Vel. auch Satz No. , Il d. 


” 


— 


i. 


Herleitune der homoeenen linearen Differentialeleicehune. welche die Inteeral: 


Differentialeleichunsen enthält. Zerleehbare und unzerleehare Differentialausdı 

. $P.,Yy,. 2) =V und #,(y, x) =0 seien zwei homogene lineare Diffe 
rentialgleichungen mter und »!e Ordnung, in denen die Coeffieienten der 
höchsten Ableitungen gleich 1 sind; die Integrale derselben seien unter einander 
linearunabhängig. Es soll die Differentialgleichung $,(@y. x) = s. w,(s, x 0 
aufgestellt werden, wo w,=0 die homogene lineare Differentialgleiehune 
mit dem Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1 ist, welche durch 


die » linearunabhängigen Grössen s, bis s, erfüllt wird, die man dureh Ein- 


setzen von » linearunabhängigen Integralen von 7, =0 in $,(y, x)=s erhält. 

Zu dem Zweeke werden vermittelst 7,(y, ©) = 0 die Differentialquotienten 

höherer als (a—1)ter Ordnung in P,Y, z2)=s durch solche (»—1)!e Ord- 

nung und niedrigerer Ordnungen ausgedrückt, wodurch 2,(y, x) =s in 
m. “ a 


(1.) () 


\ / 


+0 


übergehe, wo die Grössen Q nicht alle gleich Null sein können. Wird die 


+. +Q0,y=s 


dor! - de" 


Gleichung (1.) »-mal differentiirt und jedesmal die Ordnung mittelst #, — 0 


redueirt, so erhält man 


d"=!y d" = y d's 
d.r" 1 


(D>N (a) | (1) . (a) A 
(2.) 0, +05 Fe ) u +0, Y == dr‘ (1 Be 
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Aus dem Systeme von »+1 linearen Gleichungen (1.) und (2.) geht durch 


EPR i ‚ z d"!y 
Elimination von y bis Pe 





die gesuchte Differentialgleichung w,(s, x) = 0 


























. d"s ae ’ N 
hervor. Der Coefficient von ig, durch welchen zu dividiren ist, die De- 
terminante I+0,0%... 0@=9 ist nieht identisch Null. Denn sonst würden 
sich vermittelst Unterdeterminanten dieser Determinante Grössen A, bis A,, 


welche nicht alle verschwinden, bilden lassen, die das Gleichungssystem 

(3.) 1,0, +, 0P + +4, > 5 ars 0 (a: l,...n) 
befriedigen. Multiplieirt man dann Gleichung (1.) und die »—1 ersten 
(rleichungen (2.) bezüglich mit 4, bis 4, und addirt, so würde sich die 
Differentialgleichung höchstens (»—1)te" Ordnung 


„ des \ d"-?s ‚ 
(4.) / Pin Fre a ae => U 


” de" 
mit Coeifiecienten, die nieht alle verschwinden, ergeben, der die » linear- 
unabhängigen Grössen s, Dis s, genügen müssten. 
Sind die Coeificienten von P,„=0 und #,=0 rational, so werden 
auch die von y,=0 rational (Abh. Bd. 83, No. 2, 1; ld. 91, No.7, D). 
ll. Die Differentialgleichungen ?,=0 und #,=0 mögen k und 





nicht mehr linearunabhängige Integrale gemeinsam haben, dieselben erfüllen 
eine homogene lineare Differentialgleichung Ater Ordnung F,y,2)=0. Als- 
dann sind (No.2 (9.), (15.)) $,„ und 7, unter der Form darstellbar 


(&) AR), see), 
(6.) ide ah 

















wo &,_, und £,_, homogene lineare Ditferentialausdrücke (m— kt und (a— ie 





Ordnung sind. Nach I werde die Differentialgleichung aufgestellt, welche 








die Integrale von &,_,=0 und {, „= enthält, dieselbe sei — (). 


m+n—?k 
Dann enthält die Differentialgleichung 

(7.) F,(y, 2)=Ss, Im+n-22(83 €) = 0 
die linearunabhängigen Integrale von P,„=0 und #, =. 

Der Ausdruck von F,(@y, x) ergiebt sich, indem man auf $,(y, x) 
und 7,(y, x) das Verfahren, welches der Methode zur Aufsuchung des ge- 
meinschaftlichen Theilers zweier Polynome analog ist, anwendet (s. die 
Note des Herrn Drassinne zu Sturm Cours d’Analyse T. 1). Man stellt, wenn 
m — n ist, die Identität 





N 


Ö 
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d” n w d"- | D d — 
N ($D U.7T = (0, - (U ER Br pP nm Bu : ne 34 
CS ] im (y ) dr" n 4 1 dr" n 1 ' m—nN nad ’ d.r" | i . ! Y 
auf. in welcher die Coeifieienten « und 5 eindeutig bestimmt sind. wendet 
ie ir . er. 0 
auf die Ausdrücke 7, und /%, Fr a ah dasselbe Verfahren an. und 
dr" P} 


hat in gleicher Weise fortzufahren, bis man zu dem Reste Null gelangt. 
worauf der vorhergehende Ditferentialausdruck. wenn er höherer als nullter 
Ordnung ist, gleich Null gesetzt die Diftferentialgleichung ergiebt. welche die 
semeinschattlichen Integrale von $,=V und %#, = 0 liefert. Sind die Uoetti- 
ejenten n $, und 9, rational, so werden demnach die Coetfieienten in 


F,(y, x) rational, daher auch (No. 2, (14.)) die Ooetfieienten in < und 


m 


“_;, also auch in der Differentialgleichung (7.). Es ergiebt sich ebenso 


aus (8), dass $&, und 7, dureh die Ausdrücke (5.), (6.) darstellbar sind. 
in welehen die Coefficienten rational sind (Abh. Bd. 83. No. 2, Il). 

Ill. Aus II folgt. wenn eine homogene lineare Differentialgleichung 
mit rationalen Coeffieienten mit einer anderen solehen Differentialgleichung 
Integrale gemeinsam hat, ohne dass alle Integrale der ersteren auch in der 
zweiten enthalten sind, so ist der Differentialausdruek der ersteren unter 
der Form 
(9.) 


E Y(y,x) = 8, wi(s,®) 

darstellbar, wo g und ı homogene lineare Differentialausdrücke höherer 
als nullter Ordnung mit rationalen Coetfieienten sind. Ein homogener 
linearer Ditferentialausdruck mit rationalen Coetfieienten, der unter der Form 
9.) darstellbar ist, heisse zerlegbar, und demnach, wenn er unter dieser Form 
nicht darstellbar ist, so heisse derselbe ein unzerlegbarer Differentialausdruck 
s. die Abhandlungen des Herrm Frobenius: „Ueber den Begriff der Irre- 
(duetibilität in der Theorie der linearen Differentialgleiehungen“ Bd. 76 
dieses Journals, p. 236 und 256; „Ueber die regulären Integrale der linearen 
Differentialgleichungen“ Bd. SO dieses Jowrmals).  Unzerlegbare reguläre 
Ditferentialausdrücke einer beliebigen Ordnung kann man bilden, wenn 
man den regulären Differentialausdruck so einrichtet, dass sich für die 
Grösse 7 No.6, (11.) keine ganze Zahl — 0 ergiebt (Abh. Bd. 83, p. 147). 

Die Integrale der homogenen linearen Differentialgleichungen 
$p.y,z)=0 und 7,.ı)=V 


oe und nach 


mit rationalen Coefficienten seien unter einander linearunabhängig 
I vereinigt in der Differentialgleichung 
Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 3. 2 
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(10.) D, (9, t) wu 5, w.(s, *) — (), 


Sind in v,=0 die Integrale von %5=0 enthalten, wo 2, ein homogene: 
linearer Differentialausdruck Z!er Ordnung mit rationalen Coeffieienten uni 
In, so sind in #,=0 die Integrale von A,= 0 enthalten, wo A, ein 
homogener linearer Differentialausdruck Ze Ordnung mit rationalen Coeft- 
eienten ist. Denn aus m-+/ linearunabhängigen Integralen y, bis y,„;,, von 


(11.) DW: €) =S$, XS €) er v, 


unter denen m vn $,„=0 y, bis y 






























„ sind, ergeben sich, wenn Y, b =1,... 
» linearunabhängige Integrale von 7, = 0 sind, die Ausdrücke 


(12.) Ym+ı 7 Scvyt&hu Y, w=l,..D, 
l 1 
und hieraus folgen die Grössen 
(13.) Um Hi u 10007 (a }. 


als / linearunabhängige Integrale von F,=0. %#% 


n 


—=( kann nicht mehı 
als /! linearunabhängige Integrale mit (11.) gemeinsam haben, weil diese 
Integrale eben so viele linearunabhängige Werthe von s in (11.) liefern 
würden, die „= 0 erfüllen müssten. Es ergiebt sich demnach gemäss (8.), 
dass #7, =0 mit (11.) die Integrale einer Differentialgleichung /ter Ordnung 
mit rationalen Coeffieienten gemeinsam hat. 

Hieraus folgt: Ist 7, unzerlegbar, so auch w,. Ist 7, zerlerbar, so 
muss auch w, zerlegbar sein (Abh. Bd. 83, No. 2, IID). 


S. 
Systeme normaler Differentialausdrücke. 
I. Ein Differentialausdruck der Form 
1) AW2)=y, Yu 2) = Yan. YnR), 
worin f, ein homogener linearer Differentialausdruck a,“ Ordnung mit 
rationalen Coeffieienten ist, heisst ein System solcher Differentialausdrücke: 
die Ausdrücke f,, (k=0,...D), deren Anzahl +1 1 ist, sind die Bestand- 
theile des Systemes. 





Ist ein regulärer Difterentialausdruck (No. 5) durch ein System (1.) 
dargestellt, so müssen die Bestandtheile regulär sein (No. 2, Il a), IV); daher 
wenn ein normaler Differentialausdruck (No.5) durch ein System (1.) dar- 
gestellt ist, so müssen die Bestandtheile normale Differentialausdrücke mit 
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demselben determinirenden Factor wie in dem ursprünglichen Ditterential- 
ausdrucke sein (Abh. Bd. 83, No. 3). 

ll. Zwei normale Differentialausdrücke sind ähnlich genannt worden, 
wenn sie unzerlegbar, von derselben Ordnung und demselben determinirenden 
Faetor sind, und wenn die in ihnen enthaltenen regulären Differentialaus- 
drücke gleich Null gesetzt Differentialgleichungen ergeben, bei denen in 
jedem Punkte die Wurzeln der Exponentengleichung der einen sieh mit 
den Wurzeln der Exponentengleichung der anderen so paaren lassen, «dass 
die Wurzeln in jedem Paare sich höchstens um eine ganze Zahl unter- 
scheiden. Diese ganzen Zahlen brauchen bei demselben Punkte nicht ein- 
ander gleich zu sein. Hierbei sind nur die singulären Punkte der Ditferential- 
oleichungen ins Auge zu fassen, da bei einem Punkte, der in beiden 
Differentialgleiehungen niehtsingwlär ist, die Exponentengleichungen über- 
einstimmen. 

Zwei Systeme normaler Differentialausdrücke sind ähnlich genannt 
worden, wenn sie gleich viele Bestandtheile enthalten, und die Bestandtheile 
von derselben Stelle ähnliche normale Differentialausdrücke sind. (Abh. 
Bd. 83, No. 7, III, IV), 

A) Es bestehen folgende beiden Hülissätze, die seibst besondere 
Fälle allgemeinerer in Il, C) vorkommender Sätze sind, und welche bei 
dem Beweise der übrigen Sätze in II verwandt werden. (Vel. Abh. Bd. 83, 
No. 7, UI). 

P„(y. x) sei ein homogener linearer Ditferentialausdruck mit rationalen 
Coeffieienten me" Ordnung, 7,(y. x) ein solcher »t° Ordnung. Die Integrale 
von P,=0 und 7 


? 


je und in der 


‚=( seien unter einander linearunabhäng 
Differentialgleichung 
(2.) >, vle,2)=0 
vereinigt, wo w, ein homogener linearer Differentialausdruck »t°r Ordnung 
mit rationalen Coeffieienten ist (No. 7, D). 
a) Ist 7, ein unzerlegbarer normaler Differentialausdruck, so ist 


v, ein soleher, der ähnlich 7, ist. 


n 


v, ist unzerlegbar (No. 7, IID. In #,y, x) sei e" der determinirende 


Factor, 7,(@y, 2) =0 der reguläre Ditferentialausdruck. Bei irgend einem 


’unkte werden die » regulären Integrale von F,—=0, die zu den Wurzeln 


der Exponentengleichung gehören (No. 1, ID), in e"P,(e"y, x) =s gesetzt, 
wodurch sich » linearunabhängige reguläre Integrale von e”"w,(e" s', x) = UV 


0% 
28" 
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ergeben, daher ist e”"w,(e"s, x) ein regulärer Differentialausdruck. Ein 


(Gruppe letzterer Integrale, in denen die Exponenten sich nur um ganze 











Zahlen unterscheiden, muss sich durch eben so viele linearunabhängige Inte 


srale von e "w,(e"s, a) =0 ausdrücken lassen, die zu Wurzeln der Exponen- 






tengleiehung dieser Differentialgleichung gehören, welche sieh von jenen 
lixponenten nur um ganze Zahlen unterscheiden (Abh. Bd. 74, No. 1, (5. 
s. Einleitung). 

b) #,„ sei ein normaler Difterentialausdruck. Ist w, ein unzerleo 
barer normaler Differentialausdruck, so ist 7, ein soleher, der ähnlich ww, ist. 


7, ist unzerlegbar (No. 7, 111). Die Differentialgleichung, welche die 


Integrale von ?D,=0 und 7, =0 vereinigt enthält, sei auf die Form 
(3., ris2)=e, led 


oebracht. g,„ ıst ein normaler Differentialausdruck mit dem determinirend 


ICH 
actor von $,: denn wenn 2 der determinirende Factor von P, ist. und 
die Integrale von 27" P,2y, 2) =0 in 27T PP, (L2y,r) =s eingesetzt werden. 
so ergiebt sich 2 'y9.(2s, x) als regulärer Differentialausdruck. Es s 
«» «er determinirende Factor von w,. Die beiden Ausdrücke 

L. op wy,r Ss. an, V8,.X), 


O. (vr) l PB in Il, re - ; () g „(uns,, rn 


sind einander eleich. Der charakteristische Index eines solehen Ausdruck: 
ist bei jedem Punkte gleich der Summe derer in den Bestandtheilen 
o'p,(oy,x) und w"'p,(ws,,.a) haben bei jedem Punkte den charakteristische: 
Index übereinstimmend als normale Ausdrücke von derselben Ordnung und 
demselben determinirenden Faetor (in einem Punkte, in welchem der Exponen 
(les determinirenden Factors unendlich wird, ist der charakteristische Index 


\ 


«leich der Ordnung (No. 3, (3.), sonst gleich Null). Daher muss der charak 
teristische Index in © 'P,(wy, x) derselbe wie in o"'w, (wos, x) sein, also 
sleieh Null. #, ist ähnlich , nach «). 


B) Der homogene lineare Ditferentialausdruck mter Ordnung mil 
rationalen Coeffieienten F,(y, x) sei durch das System 























(6.) D, N» x) —— S, Wi. ($, T), 
7) Lu) Kid: = Pr 





dargestellt, wo f,, (k=0,...) ein normaler Ditferentialausdruck a,'* Ordnung, 





<b, Nter Ordnung ist, der homogene lineare Differentialausdruck mit rationalen 





Coetticienten F,_, sieh entweder auf s redueirt, oder, wenn m—- N >>0 ist, 
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oleich Null gesetzt eine Ditterentialgleiehung ergiebt, die nicht mehr «lie 
Integrale einer Differentialgleichung mit normalem Differentialausdruek ent- 
hält. Da nach I ein normaler Differentialausdruck gleich einem Systeme 
unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke mit demselben determinirenden 
Factor ist, so können die Bestandtheile in (7.) als unzerlegbar vorausgesetzi 
werden. 

a) Sind in F„= 0 die Integrale von w,(y, x 0 enthalten, wo 
ein unzerlegbarer normaler Differentialausdruek «ter Ordnung ist, so hat deı 
Differentialausdruck 2, 


“N 


eine Darstellung durch ein System unzerlezbarer 


normaler Differentialausdrücke, an dessen Spitze , steht, und auf w, folei 


of 
ein Svstem, welches ähnlieh ist dem System (7.), nachdem aus diesem ein 


1) 


sewisser ıp, ähnlicher Bestandtheil herausgenommen ist. 


Ist f nicht identisch W,. so müssen die Integrale von fi ( und 
0) linearunabhängig sein, weil f, und w, unzerleebar (No. 7. II] 
Werden die Integrale von f =V und w,= 0 in einer Differentialeleiehun 
FF 0 vereinigt, so erhält der Ditferentialausdruck F die Formen 
| (9, & Y WW, Yu X 
9. \ f 
Ivy) = Yn PulYı © 
wo nach A,a) ww) ähnlich vw, und g, ähnlich f.. st f, nicht identisch 
und werden die Inteorale Von [ U) und | U in einer Differential 
sleichung @ — () vereinigt, so erhält der Differentialausdruck f, (y. x Y,. 
G,.,.y, x) die Darstellungen 
KT) Yn AYnT)=Yn Wa Ya 
up .(y, 2) = Yu, Wi’ (Yı C Y 9, (Ya 2) 
v.(y,x Yu Alma) =yn YPulYa EC), 





wo nach A, a) w‘” ähnlich w, g, ähnlich f,. Indem man in dieser Weis: 
tortfährt und die über F,_, gemachte Voraussetzung berücksichtigt, erhäli 
man den >atz. 
b) Durch sucecessive Anwendung des vorigen Satzes eroiebt sich: 
Sind in F,=0 die Integrale von ?=0 enthalten, wo 7 ein System 
unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke ist, so hat der Difterential- 
ausdruck 2, eine Darstellung dureh ein System unzerlegbarer normaler 
Differentialausdrücke, an dessen Spitze 9° steht, und aut 7 folgt ein System, 
welches ähnlich ist dem System (7.), nachdem aus diesem gewisse Be 
| | standtheile herausgenommen sind, die mit den Bestandtheilen von 7 so 


gepaart sind, dass in einem Paare ähnliche Diftferentialausdrücke stehen. 














222 Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

ls giebt daher nur einen einzigen durch ein System normaler Ditte- 
ventialausdrücke darstellbaren Differentialausdruck P,(y, x) der Art, dass 
F,_, die angegebene Bedingung erfüllt (Abh. Bd. 83, No.4, 7, III: Bd. 91. 
N0.6, La). 

ec) Sind in P,(y.x)=0 die Integrale von F,=0 enthalten, wo F 
ein unzerlegbarer Differentialausdruck ist, so muss F, ein normaler Ditte- 
rentialausdruck sein. 

Denn wenn F, nicht normal wäre und an Stelle von w, in a) gesetz 
wird, so ergiebt sich “ unzerlegbar (No. 7, TID) und nieht normal (A, b 
Wird nun das Verfahren von a) fortgesetzt, so würde sieh ergeben. dass 
Pp,=0 die Integrale von F, = OÖ nieht enthalten könnte. Aus diesem Satze 
und a) folet: 

Enthält Z,y, x) =0 die Integrale von F=0, wo F, ein System 
unzerlegbarer Difterentialausdrücke ist, so müssen die Bestandtheile von F 
normale Differentialausdrücke sein. 

Aus letzterem Satze und 5b) ergiebt sich nun: 

Bei zwei Darstellungen von P,(y, x) dureh Systeme unzerlegbarer 
Difterentialausdrücke können die Bestandtheile des einen Systemes mit denen 
des anderen so gepaart werden, dass in demselben Paare ähnliche normale 
Difterentialausdrücke stehen (Abh. Bd. 83, No. 7, II). 

d) Aus e) folgt: Wenn der Differentialausdruek P,(y, x) durch ein 
System von /+-1 unzerlegbaren normalen Differentialausdrücken darstellbar 
ist, von denen je zwei nicht ähnlich sind, so hat #, höchstens (+ 1)/(U-1) ... | 
verschiedene Darstellungen dureh Systeme unzerlegbarer Differentialausdrücke. 

Kommen dagegen in der ursprünglichen Darstellung einander älhn- 
liche Bestandtheile vor, so kaun $, unzähligz viele Darstellungen durch 
Systeme unzerlegbarer Differentialausdrücke haben (Abh. Bd. 83, No. 7, 111. 

C) F,(y, x) sei ein homogener linearer Differentialausdruck m’! Ord- 
nung mit rationalen Coetfieienten und @ (y, x) ein solcher »'!° Ordnung. 
Die Integrale von F,= 0 und @,=V seien unter einander linearunabhängig 
und in der Differentialgleichuı 


10 

10) Fy,z)=s, g,.)=0 
vereinigt, wo g, ein homogener linearer Difterentialausdruck »!“ Ordnung 
mit rationalen Üoeificienten ist (No. 7, ]). 
a) Enthält @,= 0 die Integrale von @,= 0, wo G, ein System un- 
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_ 


zerlegbarer normaler Difterentialausdrücke ist, so enthält g, = 0 die Inte- 
orale von ,=0, wo g, ein System solcher Ausdrücke, welches dem Systeme 
(/, ähnlieh ist. 

Zum Beweise werden die Integrale von F,=V und G,=0 in einer 
Ditferentialgeleichung vereinigt. Die Bestandtheile von @, seien dureh f 
bis f,, bezeichnet. Man verfährt nach dem Schema (8.), (9.), wobei unter 


Y 
W F 


m 


verstanden wird. Die Integrale von vw? = 0 sind linearunabhängig 


von den Integralen von f,, = 0, weil die Integrale von F,=0 und fi = y.. 
f, = Y» +++ fi, =0 linearunabhängig sind. 
b) F, sei gleich einem Systeme unzerlegbarer normaler Differential- 


ausdrücke. Enthält g, = die Integrale von g,= 0, wo g, ein System un- 
zerlegbarer normaler Difterentialausdrücke ist, so enthält @,= 0 die Inte- 
srale von @, = 0, wo @, ein System solcher Ausdrücke, welches dem Systeme 
q, ähnlieh ist. 

Der erste Bestandtheil von g, sei y,., so hat (No.%, 11) F, = s. 
y,(,2)=0 mit @,=0 die Integrale von /) =0 gemeinsam, wo /' ein 
unzerlegbarer Diftferentialausdruek ist; /\, ist normal (D,e)) und ähnlich 


Y 


(A,a)). Der Differentialausdruck F,=s, 7, (s, x) erhält dann die Form 


m 


I, =s, F,(s. a), wo nach dem Verfahren von B,«a) sieh ergiebt, dass F\, 


m 


ein dem Systeme F, 


ähnliches System normaler Difterentialausdrücke ist. 


G, erhält die Form /\ =s,@,_,.(s, 2). g. sei yı (8,2) = 51, &.-. (8,2) Dann 
sind die Integrale von F„=V und @,_, = 0 linearunabhängig und in der 
Difterentialgleichung F,=u, 5,_, (a, 2) = 0 vereinigt, und es ist dasselbe 
Verfahren wieder anzuwenden (Abh. Bd. 83, No. 7, IV; Bd. 91, No. 6, Il «)), 

D). a) Wenn die beiden Differentialausdrücke F, und @, durch zwei 


gegeben sind und 


Systeme unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke 
nicht ein Bestandtheil des einen Systemes einem solchen des anderen ähn- 


lich ist, so sind die Integrale von F,=0 und @,=0 von einander linear- 


unabhängig. 

Denn sonst müssten F,=0 und @,=0 die Integrale von y, = 0 
enthalten, wo y, ein homogener linearer Differentialausdruck mit rationalen 
Coeffieienten ist (No.7, ID. g, müsste alsdann (DB, e)) durch ein System un- 
zerlegbarer normaler Differentialausdrücke darstellbar sein, dessen Bestand- 
theile sich mit solchen aus F,, und @, als ähnlichen paaren lassen (BD, b)). 

b) Mittelst dieses Satzes ergiebt sich: Sind die Differentialausdrücke 
Pas Pas ++ 9,, durch Systeme unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke 
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darstellbar, und ist nicht bei je zweien dieser Ausdrücke ein Bestandthei) 
des einen einem solchen des anderen Ausdruckes ähnlich, so sind die Inte- 





grale von 9,=0, 9, =V bis 9,,= 0 unter einander linearunabhängig. 

Denn zunächst sind die Integrale von 9, =0 und 9, =0 von ein- 
ander linearunabhängig. Werden sie in einer homogenen linearen Differential- 
gleichung Y, = yı, W,(yı,2)=0 vereinigt, so ist (C, a)) y, dureh ein System 
darstellbar, welches ähnlich ist dem System y,. Nun sind nach dem vorher- 
sehenden Satze die Integrale dieser Ditferentialgleichung und von y, =0 
von einander linearunabhängig und können in derselben Weise in eine: 
Ditferentialgleichung vereinigt werden. Indem man in gleicher Weise tort- 
fährt, erhält man den Satz. (Abh. Bd. 83, No. 7, IV.) 

Ill. Es werden reeiproke Differentialausdrücke No 2, I F,(y. x) un 
F,(y. x) mit rationalen Covetficienten 


ö d"ı d"—1, n h 
(11.) J +Ppı . 7"t+poY - F„(y; LT), 


dr" da”! 
q ö d"y d” 1 P, Yy / 1 1 / n 
L. _ -++(—1)"p.y = FW; 8), 
\ ) d.r" da"! . 1 \ 7 ! Y m 4 / 


betrachtet. 

A). a) Der reeiproke Difterentialausdruck von einem regulären is 
selbst ein regulärer (No.2, II ce); IV). 

Der reeiproke Differentialausdruck von einem normalen F,, ist selbsi 
ein normaler, in welchem der determinirende Factor den reciproken Wertl 
des determinirenden Factors von F, hat, der reguläre Differentialausdruck 
der reeiproke des regulären Differentialausdruckes in F, ist. Dieses ergieht 
sich aus der reciproken Beziehung No. 2, (7.), (8.) der Integrale der reciproken 
Ditterentialgleichungen. 

b) Wird ein Differentialausdruck dureh ein System (1.) homogene: 
linearer Differentialausdrücke mit rationalen Coefficienten dargestellt. so 
wird der reeiproke Differentialausdruck durch das System der reeiproken 
Ditferentialausdrücke in umgekehrter Reihenfolge gegeben (No. 2, IL. 
Dieses System heisse das reciproke System von dem ersteren. 

Die von zwei ähnlichen normalen Differentialausdrücken reeiproken 
Ditferentialausdrücke sind selbst ähnliche normale Differentialausdrücke 
(No. 2, Il d); IV). 


Die von zwei ähnlichen Systemen normaler Differentialausdrückt 





reeiproken Systeme sind selbst ähnliche Systeme normaler Differentialaus- 
drücke (Abh. Bd. 83, No. 5). 
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B) Der Differentialausdruck P,(y, x) sei durch ein System I umn- 
zerlegbarer normaler Differentialausdrücke gegeben. 


N 


a) Von $, sei eine zweite Darstellune Sy. x) = s. Is, x) aufrestellt. 
N N Y - N 


wo £&, £ Systeme unzerlegbarer normaler Diftferentialausdrücke sind. Dann 
oiebt es auch eine Darstellung von $, dureh w(y, x) =s, Is. 2), wo w 
ein System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke, welches ähnlich 
ist dem Systeme I, nachdem aus diesem gewisse Bestandtheile heraus- 
senommen sind, die mit den Bestandtheilen von T so gepaart sind, dass in 
einem Paare ähnliche Differentialausdrücke stehen. 

Der von $, reeiproke Differentialausdruck PD, wird durch das 


von I reciproke System > gegeben und wird zweitens durch das System 


a = 


y,2)=s, S(s,x) dargestellt, wo { das reeiproke System von [, & dasjenige 
von & ist. Nun giebt es für $, auch eine Darstellung I(y, x) = s, w(s‘, x), 
wo ı ein System ist ähnlich IF, wenn aus dem Systeme > gewisse Bestand- 
theile, die mit denen von Z als ähnliche gepaart sind, ausfallen (II B, b)). 
Hieraus folgt für P, die angegebene Darstellung. 

b) Durch Verbindung des vorigen Satzes und II B,b) ergiebt sich: 


Von 5. sei eine zweite Darstellune 
N = 

18, R(y,2)=y, S(y.,z)=y. T(y.,x 

\ \e , 7 « l rn 1 / Y « / 


aufgestellt, wo R, S, T Systeme unzerlegbarer normaler Ditferentialausdrücke. 
Dann giebt es auch eine Darstellung von $, 

(14) Ry,a)=y, S(y,2)=9., T(y.®), 
wo 5 ein System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke, welches 
ähnlich ist dem Systeme I, nachdem aus diesem gewisse Bestandtheile 
herausgenommen sind, die mit denen in R und T so gepaart sind, dass in 
einem Paare ähnliche Differentialausdrücke stehen (Abh. Bd. 91, No. 6, I b). 


') 


Differentialausdrücke, die bei einem Punkte normal sind, und Systeme solcher Differentialausdrücke. 
l. /,(@y, x) sei ein homogener linearer Ditterentialausdruck Ze Ordnung 

mit rationalen Üoefficienten, der sich auf die Form e”fi(e””y, x) bringen 

lässt, wo wo gleich Null oder bei e=a von der Form Ne ‚(r—a) ‘, bei 


| 
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2 = x von der Form $e,r" ist, der charakteristische Index n £=0 bei 
l 





r = a bezüglich e=»x gleich Null. f; nimmt eine solche Form nur auf 
eine Weise an. Alsdann heisse der Differentialausdruek mit rationalen 























Coeffieienten f,(y,x) ein bei dem Punkte = a bezüglich =» normaler 
Differentialausdruck. e” heisse der determinirende Factor bei diesem Punkte. 
f, der bei diesem Punkte reguläre Differentialausdruck in f,. e" ist zugleich 
der einzige fundamentale determinirende Factor von fi(y, x) bei diesem 
Punkte (No. 5, (3.), HI); die Exponentengleichung von 5 =0 bei diesen 
Punkte ist daher die zu dem determinirenden Factor bei diesem Punkte gehö- 
rende Exponentengleichung von fy(y, €). 

Kin normaler Differentialausdruek ist demnach (vgl. No.5) ein bei 
jedem Punkte normaler und umgekehrt. Ein Differentialausdruck der Form 
No. 8, (1.), in welcher Form die Bestandtheile bei einem Punkte normale 
Difterentialausdrücke sind, bildet ein System solcher Ausdrücke. Wird ein 
bei einem Punkte normaler Difterentialausdruck durch ein System homogener 
linearer Differentialausdrücke mit rationalen Coetficienten dargestellt, so sind 
alle Bestandtheile bei diesem Punkte normale Ditferentialausdrücke mit 
demselben determinirenden Factor (Abh. Bd. 91, No. 5, D. 

Il. A) Zwei bei demselben Punkte normale Differentialausdrücke 
heissen bei diesem Punkte ähnlich, wenn sie unzerlegbare Differentialaus- 
drücke (No. «, HI) von derselben Ordnung und demselben zu diesem Punkte 
gehörenden determinirenden Factor sind, und wenn die Wurzeln der zu diesem 
determinirenden Factor gehörenden Exponentengleichung des einen Aus- 
druckes sich mit denen des anderen Ausdruckes so paaren lassen, dass die 
Wurzeln desselben Paares sich nur um eine ganze Zahl unterscheiden. 

Zwei Systeme bei einem Punkte normaler Differentialausdrücke heissen 
bei diesem Punkte ähnlich, wenn sie gleich viele Bestandtheile enthalten und 
die Bestandtheile derselben Stelle bei diesem Punkte ähnlich sind. 

Es sind nun alle Sätze der vorigen Nummer mit ihren Beweisen. 
welche dort über Systeme normaler Differentialausdrücke gegeben sinl, 
übertragbar auf Systeme bei einem Punkte normaler Differentialausdrücke. 

b) Kine Folgerung aus diesen Sätzen ist nachstehende: 

Es seien s Differentialausdrücke FY(y, @)(e=1,...s) durch Systeme 
bei einem Punkte 2 = a bezüglich ze = x normaler Differentialausdrücke 


1) 9%) = 2 FPO%Yy,®) 
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vegeben. in denen & solche Systeme, 7° bei diesem Punkte normale 
Differentialausdrücke sind. Diejenigen Wurzeln der zu den determinirenden 
Faetoren gehörenden Exponentengleiehungen der einzelnen Bestandtheile, 
die sieh von einer Grösse o nur um eanze Zahlen unterscheiden. sollen in 
den Exponentengleichungen der ?9 (e=|1,...s) und nur in diesen vor- 
kommen. 

Ks kommen nun die Sätze No.7, II und die den Sätzen No. 8, 11. 
B, ec), D) entsprechenden zur Anwendung. Zunächst seien diejenigen Inte- 


orale von P’=0 (e=1,... s), die unter einander linearunabhängig sind, in 


()’ 
>) 


der Differentialgleichung @, = 0 vereinigt. Die Integrale von @,=0 und 
F’—=0 seien dann in der Differentialgleichung 


(2.) ( =$, 2. —=() 


vereinigt. Hier ist @, ein System bei dem betrachteten Punkte normaler 
Differentialausdrücke, in dessen Bestandtheilen die zu den determinirenden 
F"actoren bei diesem Punkte gehörenden Exponentengleichungen eine Wurzel, 
die sich von oe nur um eine ganze Zahl unterscheidet, nieht enthalten. f“ 
ist ein bei dem Punkte normaler Differentialausdruck mit dem determiniren- 
den Faetor aus 7. Alsdann seien die Integrale von f! =0 (t=1....s 
in der Differentialgleichung H, = 0 vereinigt. 

a) Die zu dem betreffenden Punkte gehörenden determinirenden 
Faectoren in den 7 seien unter einander verschieden, so sind die Integrale 
der Differentialgleichungen f? = 0 (e=1,...s) aus (2.) unter einander linear- 
unabhängig (vgl. No. 8, II D)). 

b) Die zu demselben Punkte gehörenden determinirenden Faetoren in 
den ?'® seien einander gleich. Dann sind die Integrale von FV=0 k=l,...s 
in der Differentialgleichung 


(3.) G,y,2)=s, B.(,2)=0 


vereinigt, in welcher ein System bei diesem Punkte normaler Ditferential- 
ausdrücke gleich Null gesetzt ist, H, ein bei diesem Punkte normaler Ditte- 
rentialausdruek mit dem determinirenden Faetor aus ? ist und nur die zu 
dem determinirenden Factor gehörende Exponentengleichung von H, unter 
ihren Wurzeln solche enthält, die sich von oe nur um ganze Zahlen unter- 
scheiden (vgl. Abh. Bd. 91, No. 5, ID. 

Ill. Der Differentialausdruck P, sei durch ein System von {+1 
unzerlegbaren normalen Ditferentialausdrücken gegeben. Der a’ Bestand- 


Jı,* 
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theil (a=1,.../+1) enthalte einen Punkt A, im Endlichen oder Unenid- 
lichen der Art, dass eine Wurzel der zu dem determinirenden Factor bei 
diesem Punkte gehörenden Exponentengleichung in diesem Bestandtheile 
sich von einer Wurzel der entsprechenden Exponentengleichungen in den- 
jenigen übrigen Bestandtheilen, die denselben determinirenden Factor bei 
diesem Punkte enthalten, nicht um eine ganze Zahl unterscheidet. 

Dann sind je zwei Bestandtheile nicht ähnlich, und wenn alle Dar- 
stellungen des Differentialausdruckes ?, durch Systeme unzerlegbarer Difte- 
ventialausdrücke aufgestellt werden sollen (No. 8, II B, ce), d)), so können 
die nach No. 6 erforderlichen formellen Entwickelungen der Integrale bei 
den Punkten A, (a=1,.../+1) vorgenommen werden, wobei man auf keine 
unbestimmten Constanten in den Entwiekelungen stösst (No. 2, II 5 


(Abh. Bd. 83, No.7, VIb); Bd. 91, No. 6, II b).) 


10. 


Die canonische Form eines homogenen linearen Differentialausdruckes mit rationalen Coefhieienten. 


F,(y, x) sei ein homogener linearer Differentialansdruck mt Ord- 
nung mit rationalen Coeffieienten. 

Es seien eine oder mehrere Differentialgleichungen, in denen nor- 
male Difterentialausdrücke von demselben determinirenden Faetor „leich 
Null gesetzt sind, vorhanden, deren Integrale F,=0 erfüllen. Werden die 
Integrale je zweier solcher Differentialgleiehungen in einer homogenen 
linearen Difterentialgleichung vereinigt, so enthält diese einen normalen 
Differentialausdruck mit demselben determinirenden Factor (No. 7, I; No. >, 
I; II C,a)). Es giebt demnach von allen Differentialgleichungen mit nor- 
malen Differentialausdrücken und jenem determinirenden Factor, deren Inte- 
srale F,=0 erfüllen, nur eine, welche die höchste Ordnung hat, und diese 
Ditferentialgleichung enthält die Integrale aller anderen Differentialgleichun- 
ven derselben Art von niedrigeren Ordnungen. Alle solche Differentialglei- 
chungen von höchster Ordnung, in deren Differentialausdrücken die deter- 
minirenden Faetoren unter einander verschieden sind, seien aufgestellt. Die 
Integrale derselben sind unter einander linearunabhängig (No. 8, II D)). Diese 
Integrale seien in einer homogenen linearen Differentialgleichung F,(y. = 
vereinigt, so ist F., durch ein System normaler Differentialausdrücke dar- 
stellbar (No. 8, II C,a)). Alsdann wird F,(y, x) auf die Form 


(1.) FW) = Yı, Fu(lYyı, €) 
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sebracht, wo F,, ein homogener linearer Differentialausdruek mit rationalen 
Coeffieienten ist (No. 2, (14.)). F.,(y, x) ist nun der erste eanonische Be- 
standtheil von F,(y,.r). llierauf wird in derselben Weise der erste eano- 
nische Bestandtheil von F,. angenommen F,,(y, x), und F, dureh das 
System 

2.) Foayn@) = Yn Farlya ® 


dargestellt, wo F,. ein homogener linearer Differentialausdruek mit ratio- 


nalen Coetficienten ist, F,(y., z) wird dann der zweite eanonische Bestand- 
theil von F,(y, x). Dieses Verfahren ist fortzusetzen, bis man in der Dar- 
stellung von F,(y. x) unter der Form 


(IN [ u x R PR r f ge > . > 
m) dee Fra) Fran), Furl, a 


zu einem homogenen linearen Differentialausdruck mit rationalen Uoett- 
eienten F,_,x(8, x) gelangt von der Ordnung m—N, wobei N gleich oder 
orösser als Null sein kann, bei dem entweder die Ordnung m—N wleich 
Null ist, oder der die Eigenschaft hat, dass in F,_,=0 nicht mehr die 
Integrale einer Differentialgleichung mit normalem Differentialausdrucke 


enthalten sind. Die Darstellung (3.) von F,(y, x) besteht daher nur auf 
eine Weise. Dieselbe ist die canonische Form von F,(y. x) genannt worden 
(Abh. Bd. 91, No.8, 11; Bd. 95, No.5, )). Die Bestandtheile F., bis F 


(1) (v) 


haben die Benennung normale canonische Bestandtheile von F,,. der Bestand- 
theil F,_,, wenn m—N>0Ö ist, nichtnormaler eanonischer Bestandtheil von F\, 
erhalten. Das System der normalen canonischen Bestandtheile von F,, stelit 
den Differentialausdruck ?,(y., x) dar, der in No.8, 11 (.), DB, b) definirt ist. 

Eine oder mehrere homogene lineare Ditferentialgleichungen, deren 
Integrale unter einander linearunabhängig sind, werden als ein System von 
Unterditferentialgleichungen derjenigen homogenen linearen Ditferentialglei- 
chung bezeichnet, welehe die Integrale derselben vereinigt enthält. Eine 
Difterentialgleichung, die ein System von Unterdifferentialgleichungen mit 
normalen Differentialausdrücken und unter einander verschiedenen determini- 
renden Factoren besitzt, kann nur ei» System dieser Art besitzen (No. 8, 11 D)). 
Diese Unterdifterentialgleichungen sind Hauptunterdifferentialgleichungen ge- 
nannt worden (Abh. Bd. 91, No. 9). Die zur Bildung der eanonischen Form 
von F, aufzustellenden Differentialgleichungen sind also die Llauptunter- 


differentialgleichungen der Differentialgleichungen, in denen die normalen 


ecanonischen Bestandtheile von F, gleich Null gesetzt sind. 


3 
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11. 


Herleitune der eanonischen Form. 


Die Herleitung der eanonischen Form eines homogenen linearen 
Difterentialausdruckes F,(y, x) mt°' Ordnung mit rationalen Coefficienten wir! 
in folgender Weise durchgeführt (vgl. Abh. Bd. 91, No. 8, III). 

i. Bei jedem singulären Punkte von F,=0 im Endliehen und bei 
x = x, wenn dieser Punkt in F,=0 singulär ist, werden die fundamentalen 
ddeterminirenden Factoren aufgestellt und sind die Wurzeln der zu denselben 
sehörenden Exponentengleichungen (No. 3, IID zu ermitteln. Die Anzahl 
der Wurzeln dieser Gleichungen bei demselben Punkte ist — m (No. 4 ID. 

Il. Wenn in F„=0 die Integrale einer Differentialgleichung mit 
normalem Differentialausdrucke enthalten sein sollen, so muss der deter- 
minirende Factor e” in diesem Ausdrucke das Produet von fundamentalen 
determinirenden Faetoren sein, von denen je einem singulären Punkte von 
F,=0 einer angehört (No. 5). Es sei also dem entsprechend aus funda- 
mentalen determinirenden Faetoren bei den singulären Punkten von F,, = 0 
ein Produet e” gebildet. Die Exponentengleichung von e”"F,(e"y, x) = 
bei einem singulären Punkte von F,=0 ist die zu dem fundamentalen 
ddeterminirenden Factor in e” gehörende Exponentengleichung von F,, = U 
(No. 5); ein in F„= 0 nichtsingulärer Punkt ist auch in e”"F,(e"y, x) = U 
nichtsingulär. 

Es ist nun zuzusehen, ob e""F,(e"y, x) sich in ein System von zwei 
Ditferentialausdrücken zerlegen lässt, von denen der erste ein regulärer 
Differentialausdruck ist. Hierzu ist auf den Ausdruck e"F 


ım 


(e"y, x) das 
Verfahren von No. 6 anzuwenden und dadurch zu ermitteln, ob die betreffende 
Zerlegung möglich, und zugleich, welches in derselben der erste Bestand- 
theil von höchster Ordnung ist; es kann nur einen solchen geben (No. 7, 1: 
No.8, D. Es sei bei einem Werthe von e”=e"’ ein solcher regulärer 
Differentialausdruck PP(y, x) gefunden und der normale Differentialaus- 
druck PO, a) ze! "Pre ""y,x) gebildet. 

Nun werden bei jedem singulären Punkte von F,= 0 aus der Reihe 
der Wurzeln der zu dem fundamentalen determinirenden Faetor in e”' 
»ehörenden Exponentengleichung von F„=0 so viele, und zwar diese, 


gestrichen, als sich mit den Wurzeln der Exponentengleichung von PU = 0 
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hei diesem Punkte paaren lassen, so dass die in einem Paare stehenden 
sieh nur um eine ganze Zahl unterscheiden. 
Wenn ein zweiter normaler Differentialausdrueck PD (y, ©) mit einem 


wi?) . 
und mit dem 


von dem vorigen verschiedenen determinirenden Factor e 
reoulären Differentialausdruck P’(y, x) besteht, so dass die Integrale von 
p9=-0ımF 


ın 


—() enthalten sind, so ergiebt sich, dass die fundamentalen 
‚leterminirenden Faetoren bei den singulären Punkten von F,=0, deren 
Produet e"” ist, solehe sind, bei denen Wurzeln der zugehörigen Fxpo- 
nentengleichung übrig geblieben sind, und dass die Wurzeln der Exponenten- 
eleichung von p®—0 bei einem singulären Punkte von F,=0 sieh mit 
eben so vielen übrig gebliebenen Wurzeln der zu dem fundamentalen determi- 
nirenden Faetor in e”’ gehörenden Exponentengleichung paaren lassen, so 


dass die Wurzeln eines Paares sieh nur um eine ganze Zahl unterscheiden. 


Dieses ergiebt sich, indem man die Integrale von PU’ =0 und PP’ =0 in 
einer Differentialgleichung PD’ = y, y’(y,„xz) =) vereinigt gemäss No. S, 


II C,a) und den Satz No. 3, III, (12.) anwendet. 


(?) 


Es ist nun dem entsprechend ein zweiter determinirender Faetor e" 


wi?) 
3 


aufzustellen, alsdann nach No.6 zuzusehen. ob sich e" "F,(e" y,@) in 
ein System von zwei Differentialausdrücken zerlegen lässt, von denen der 
erste ein regulärer Differentialausdruck ist, wobei in Betreff der Wurzeln 
der Exponentengleichungen dieses Ausdruckes die vorhin gemachte Angabe 
anzuwenden ist. Ergiebt sich ein soleher regulärer Differentialausdruck 
p%Xy, x), der zugleich von höchster Ordnung sei, so werden nun weiter 


—( so viele der vorhin übrig „eblie- 


wi?) 
F} 


bei jedem singulären Punkte von F 


m 


benen Wurzeln der zu dem fundamentalen determinirenden Faetor in « 


gehörenden Exponentengleichung von F, gestrichen und zwar diese, als 
sich mit den Wurzeln der Exponentengleichung von PU’ = 0 bei diesem 
Punkte paaren lassen. so dass die Wurzeln eines Paares sich nur um eine 
sanze Zahl unterscheiden. 

Mit den fundamentalen determinirenden Factoren bei den singulären 
Punkten von F,=0, bei denen Wurzeln der zugehörigen Exponentenglei- 
chungen übrig geblieben sind, ist dann in derselben Weise zu verfahren. 
Es werden auf diese Weise die Hauptunterdifferentialgleichungen des ersten 


eanonisehen Bestandtheiles von F, ermittelt. Nun wird nach No.7.1 die 


m 


Differentialgleichung gebildet, welche die Integrale dieser Hauptunterdiffe- 
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rentialgleichungen vereinigt enthält. Der Differentialausdruck derselben 
stellt sich als ein System normaler Differentialausdrücke dar (No. 8, II C, a)) 
und ist der erste eanonische Bestandtheil F.,(y, x) von F,(y, x). Alsdann 


m\. 
\ 


wird F,(@y, x) dureh das System 


1.) „Fox = Yun Fuly 2) 
dargestellt. Es ist nun der homogene lineare Differentialausdruck mit 
rationalen Coeffieienten F, in derselben Weise zu behandeln. 

IIl. Die fundamentalen determinirenden Factoren von F,, bei denen 
Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichungen übrig geblieben waren. 
bei einem singulären Punkte von F„=0 sind die fundamentalen determi- 
nirenden Faetoren von F,. bei diesem Punkte, und die übrig gebliebenen 
Wurzeln jener Exponentengleichungen lassen sich mit den Wurzeln der zu 
den fundamentalen determinirenden Factoren gehörenden Exponentenglei- 
chungen von F,, so paaren, dass die Wurzeln eines Paares sich nur um 
eine ganze Zahl unterscheiden (No. 3, IIl, (12.)). 

Es können nun in F„=0 noch neue singuläre Punkte auftreten. 
Bei einem solehen Punkte ist der charakteristische Index m F,=0 gleich 
Null, die Integrale sind gemäss F, = y, einwerthig, daher die Wurzeln der 
Exponentengleichung ganzzahlig. Die im Endlichen liegenden neu hinzu- 
tretenden singulären Punkte in F„.=0 sind ((1.); No.2, (14.)) auch in A, = 
singulär und umgekehrt, zugleich sind dieselben in F., = ausserwesent- 
lich singulär (No. 6, 1 A)). Ein solcher Punkt sei z=a, die Coetfieienten 
in F.,, seien dureh q, bezeichnet, so ist |(e-a)|,_, eine negative ganze 
Zahl. Die singulären Punkte von F,„=0 im Endlichen seien a,(a=1,... 2). 

Z 


2—a,)(0—4,)...(7—-a,) = pyla), beie=0seiyp=1 gesetzt. q, sei gleich N 


Ä 
wo Z,, N, keinen gemeinschaftlichen Factor haben; es sei aus N, das 
Polynom hergeleitet, welches die von einander verschiedenen linearen 
Factoren von N, einfach enthält. Wird dieses Polynom durch den grössten 
wemeinschaftlichen Theiler zwischen demselben und p(x) dividirt, so werde 
das Polynom y(x) erhalten. Dann liefern die Wurzeln von ze) = UV 
die neu hinzutretenden singulären Punkte im Endlichen, dieselben seien 
a,,(a=1,...)). Aus dem Umstande, dass die Wurzeln der Exponenten- 
sleichungen von Fı, =0 und F„=0 bei a,,, ganzzahlig sind, und aus der 
Form der Exponentengleichungen ergiebt sich, dass die verschiedenen line- 
aren Factoren 2—a,,.(a=1,...4) im Allgemeinen in dem einen oder anderen 
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Nenner der rationalen Coefficienten in F,, und F,. mit verschiedenen Kxpo- 
nenten vorkommen werden. Alsdann ergeben sich, indem man die Polv- 
nome herleitet, welche die in den Nennern „leiehvielfach vorkommenden 
Faetoren z—a,,, einfach enthalten, Divisoren von (x) (Abh. Bd. 91, p. 179), 

Nachdem nun bei den singulären Punkten von F 0 die funda- 
mentalen determinirenden Faetoren und die Wurzeln der zugehörigen Ex- 


in derselben Weise behandelt 


ponentengleichungen bestimmt sind, wird F, 
wie F,. Dieses Verfahren ist fortzusetzen, so lange Wurzeln aller funda- 


mentalen Exponentengleichungen (No. 5, IH) von F,=0 noch übrig sind. 


m 


bis entweder F,, vollständig dureh ein System normaler eanonischer Bestand- 
theile dargestellt ist, oder bis man auf einen Differentialausdruck stösst, der, 
eleich Null gesetzt, eine Differentialgleichung ergiebt, die nieht mehr die 
Integrale einer Differentialgleichung mit normalem Differentialausdruck ent- 
hält; dieser Differentialausdruck ist dann der niehtnormale eanonische Be- 


standtheil von F 


m® 
12 
Die verschiedenen Fälle in der eanonischen Form: Beispi | 


l. Die eanonische Form von F,(@y, x) bestehe aus nur einem nor- 


m 


malen eanonischen Bestandtheile. Dann sind die Integrale von F 0 
dureh die Hauptunterdifferentialgleichungen dieser Differentialgleichung ge- 


geben. Die Integrale einer Hauptunterdifferentialgleiehung sind das Pro- 
duet eines determinirenden Factors und der Integrale einer Ditferentialglei- 


chung mit regulärem Differentialausdrucke. Einen Differentialausdruck F 


Fon) ın 


mit nur einem normalen eanonischen Bestandtheile bildet man dureh Iler- 
leitung der homogenen linearen Differentialgleichung, welehe die Integrale 
mehrerer Differentialgleichungen mit normalen Differentialausdrücken und 
von einander verschiedenen determinirenden Factoren vereinigt enthält. Zu 
solehen Differentialausdrücken gehört derjenige, in dem die Coeffieienten 
constant sind (vgl. Abh. Bd. 91, No. 9, D, ferner jeder reguläre und über- 
haupt jeder normale Differentialausdruck. 

II. Die eanonische Form von F,(y, x) bestehe aus mehreren nor- 
malen eanonischen Bestandtheilen. Die Integrale von F,=0, wenn die 
eanonische Form aus normalen eanonischen Bestandtheilen besteht, werden 
in der dritten Abtheilung behandelt. 

Einen Differentialausdruck F, von mehreren eanonischen Bestand- 
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theilen kann man wie in Abh. Bd. 95, No. 6, I angegeben ist, bilden, 
Wenn man bereits eine eanonische Form von s—1 normalen ceanonischen 
Bestandtheilen hat 


(1.) Fa, —Nı, Fo, = NY, ++. F.-. m 9... Fs-n 
und wenn 


(2.) Fön = Yu Fo 


eine eanonische Form von zwei canonischen Bestandtheilen F,_, und F., 
ist, so bildet auch das System 


8) Foa=-4yn Fa=ys - +. Fen=Yon Fo 


eine eanonische Form mit den Bestandtheilen F., bis F,,. F., kann dabei 
normaler oder nichtnormaler eanonischer Bestandtheil sein. Denn die Inte- 
grale einer Differentialgleichung mit normalem Differentialausdruck, welche 
das System (3.) zu Null machen, müssen wegen (2.) auch das System (1.) 
gleich Null machen (No. 7, II; No. 8, IL B, b); C,a)), woraus folgt, dass F,, 
erster eanonischer Bestandtheil des Differentialausdruckes (3.) ist. Auf die- 
selbe Weise ergiebt sich, dass F.,, zweiter canonischer Bestandtheil von (3. 
ist, u.8s. w. Um ein System (2.) mit normalen canonischen Bestandtheilen 
zu bilden, werden » solche Systeme (2.) mit zwei normalen Differentialaus- 
drücken aufgestellt , = y,, 9, (r=1,...n) gemäss Abh. Bd. 95, No. 6, 1. 
Die determinirenden Faectoren in g,(r=1,...n) seien unter einander und von 
denen mn f;,=0 (r=1,...n) verschieden. f;,=0 (r=1,...n) seien die Haupt- 
unterdifferentialgleichungen von F,_,=0. Die Integrale von F,_,=0 und 
f; = Yı, 9,=0 werden vereinigt in F,_,=y, vw. =(, die von w,=0 (r=1,...n 
in F,=0, so hat das hierdurch erhaltene System F,_y=%., Fu, die 
verlangte Eigenschaft (s. Abh. Bd. 95, No. 6, D. Einen Differentialausdruck 
F,, als niehtnormalen eanonischen Bestandtheil erhält man, wenn bei einem 
singulären Punkte in F,, der charakteristische Index gleich der Ordnung 
ist und die Coefficienten so gewählt sind, dass in F,, keine Hauptpotenzen 
(No. 4, I) vorhanden sind. 

III. Die eanonische Form von F,(y, x) enthalte einen nichtnormalen 
eanonischen Bestandtheil. Derselbe sei F,_x(s, 2). Wird der reeiproke 
Differentialausdruck von F,_, genommen F,„_,(s,2) und nun von diesem 
die eanonische Form, so sei dieselbe p,(s,2) = s, Fu(s, X), Wo p, das 


System N’'ter Ordnung der normalen canonischen Bestandtheile, F der nicht- 
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normale canonische Bestandtheil von der Ordnung M. Die von g, und 
F, reeiproken Differentialausdrücke seien durch Y,„ und F, bezeichnet. 
Dann wird F,_, durch das System 


4) Fuy®) = 8, Px(8,®) 


dargestellt, wo p, sich auch auf s’ redueiren kann. F,, lässt sieh also 
nieht mehr durch ein System von homogenen linearen Differentialausdrücken 
mit rationalen Coefficienten darstellen, von denen der erste oder der letzte 
Bestandtheil ein normaler Differentialausdruck ist (Abh. Bd. 91, No. 9, IID. 
Bei den singulären Punkten von F,_,, die auch in F, singulär sind, wer- 
den nach No. 11 die fundamentalen determinirenden Faetoren von F,_, 
aus solehen von F,„ bekannt und die Wurzeln der zugehörigen Exponenten- 
sleichungen bis auf ganze Zahlen. Hieraus leitet man bei denselben Punkten 
nach No. 3, III (Schluss) die fundamentalen determinirenden Faetoren und 
Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichungen des reeiproken Ausdruckes 
F,_x her. Bei allen anderen singulären Punkten von F,_, ist der charak- 
teristische Index Null, sind die Wurzeln der Exponentengleichung ganzzahlieg. 
F,„(y, x) hat nun gemäss No. 10 die Darstellung 
(9.) P,(y. €) =s, Fy, ER €) =$, pn(8, € 

Bei dem von F, reeiproken Ausdrucke F, braucht nieht Y, zleich dem 
Systeme der normalen eanonischen Bestandtheile zu sein. Auch braucht, 
wenn ein Differentialausdruck aus mehreren normalen eanonischen Bestand- 
theilen besteht, der von dem letzten dieser Bestandtheile reeiproke Aus- 
druck nicht der erste canonische Bestandtheil des von dem ursprünglichen 
Differentialausdrucke reeiproken zu sein (Abh. Bd. 91, No. 9, III). 


Die Betrachtung von Integralen der Differentialgleichung F, = 0, 
wenn F, die Form 
(6) Duy,e) = 8, Fun) 


hat, kommt in folgenden Fällen auf die der Differentialgleichung $, = 0 
zurück. Wenn in F,_, bei einem Punkte der eharakteristische Index 
m—N ist, so müssen reguläre Integrale von F,=0 bei diesem Punkte in 
P,=0 enthalten sein. Dasselbe findet in Bezug auf irgend ein System 


) 


normaler Klementarintegrale (No. 3, D) ' von F,„=0 mit demselben deter- 
minirenden Factor e” statt, wenn in e“F,_,„(e"s,x) der charakteristische 
Index m—N ist. Ist e” bei einem Punkte ein fundamentaler determinirender 


30* 
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Factor von F, und in e””F,(e”y, x) der charakteristische Index bei diesem 
Punkte Null, so wird ein zu untersuchendes Integral von e””F,(e”y, x) = 0 
durch einen homogenen linearen Ausdruck mit eonstanten Coeffieienten von 
m regulären Integralen dargestellt, wobei die eonstanten Coefficienten 
rationale Ausdrücke von Uonstanten in den Entwiekelungen der Integrale 
bei diesem Punkte sind (No. 20, I B,b)); hieraus ist zu ermitteln, ob in 
den Ausdruck eines Integrales nur Integrale von e"$b,(e"y,z)=0 ein- 
gehen. Wenn F,, ein bei einem singulären Punkte von F,„= 0 normaler 
Ditferentialausdruck (No. 9) ist, so erhält man die Integrale von F,= 0 
bei diesem Punkte wie in dem Falle II. 
In Betreff der weiteren Betrachtung von F,(s, x) s. No. 26. 


Dritte Abtheilune. 


Die Integrale der Differentialgleichungen, deren Differentialausdruck 
durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist. 


13. 
Darstellung der Integrale durch Systeme normaler Elementarintegrale und Form der Entwickelung 
der Inteerale. 

I. Der Differentialausdruck F,(y, ©) m!“ Ordnung sei durch ein 
System normaler Differentialausdrücke darstellbar. F,=0 enthalte die 
Integrale einer Differentialgleichung 7, = 0 Lie Ordnung, wo 7, durch ein 
System bei dem Punkte 2 = a normaler Differentialausdrücke (No. 9) 

v , Li: Y N u . N 
1) FRz)=Yy, F.Yys2)=Y4, --. Faı-ı, ©) 
dargestellt sei, worin 
fs ZUM (0% 
2) F,.=e'F.(e 'y®) 


” 
e‘ der determinirende Factor bei z=a, F,(y, «) der bei e=a reguläre 
Difterentialausdruck «,'°" Ordnung ist. Alsdann hat F, = 0 ein System von 
Integralen folgender Form. Die Wurzeln der Exponentengleichung von 
F,, — (0 beir=a seien r, (b=1,...e,) und so geordnet, dass diejenigen, 


die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, auf einander folgen, und unter 


diesen der reelle Theil der vorhergehenden nicht kleiner sei als derjenige 
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der folgenden. Die Integrale von F 


( 


(3.) e, /de of... [e.dr (=1,...ap), 


\erb ” . y Mn = 
wo %= (T-a)" PrlE), Er = Fa —traoy th &ı = ru 1St, Y,, eine Entwickelung 


„0 haben dann die Form 


26; . . 2. 
der Form 08T (z—a)‘, Mod c,=0, hat, worin e, willkürlich, 
0) 


0 ( 


eindeutig 


0 


bestimmt ist, welche in einem Kreise um = =a als Mittelpunkt eonvergirt 


(No. 1, 1D). Die Integrale (3.) werden auf die Form gebracht 
(4.) Yır (dava'vafı.. [vi 9 dx b=1,....), 
wo 
- \wrın —b 1 \ 


= % * y =. \a . 
ist, 1%, eine Entwickelung der Form F3e,(2—-a)‘, Mode, 0, hat. Die 


Integrale von F, = 0 sind nun 
K 


PN » ” » # 
6.) u. fd uf... fur tt, de ’ nn 
Wo 
Aue =1,...e) 


ist. Alsdann werden gemäss No. 2 (9), (10), 11.) die Integrale von 


P4 


P,=0 dargestellt durch 


(8.) u, fdzu, ae. (us, u. dr (a=1,...2), 
wo der Zeiger 
9) a= Zotb=kb Be 
zu setzen ist, dann die « aus (7.) zu entnehmen sind (vgl. Abh. 
Bd. 83, No. 9). 

In einem Systeme normaler Elementarintegrale (8.) werden die Inte- 
grationen successive in den einzelnen Gliedern der Entwiekelungen ausge- 
führt, wobei jedes Mal das ceonstante Glied in der Entwickelung (Integra- 
tionseonstante) annullirt wird. Hierzu werden folgende Formeln in Bezug 
auf die Integralfunetion 


(10.) ((« a) y(z—a)(log(z—a))" dx 


angewandt, wo w(z—-a) eine analytische Funetion ist, die in einem Kreise 
um e=a als Mittelpunkt, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und 


. . . 4 D y —. \ıa e / \a + 
stetig Ist, daher eine Entwickelung der Form Fe, (z—-a)' + ce, (z—a)‘ hat. 

































238 Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


n ganzzahlig und gleich oder grösser als Null ist. r sei nieht ganzzahlig, 
so tritt die Formel ein 


|. [:(e-a)(log(z-a))'de = EEE REN" 
| 8@-0) = @-aYy@-a), ne-a) = SKa-a)de, Ue-a) = nle-a) 


k_, 


—d 


(11.) 





r sei ganzzahlig und (x-a) w(z—a) = P(c-a) = - 
wird die Formel angewandt 


\ SPe-@log@-)de = ee 
.) Per (2-a))" — nfEe- a)llog(z-a))"- 


4 rn 1 
n(z—a) =. f: S(e-a)dıe,  S(a—-a) = er (2—4), 


(z-a) gesetzt, so 


% 


ER 
u 
id 


wo das constante Glied in n(2—a) annullirt wird. 

Zunächst wird in einem Ausdrucke (8.) integrirt, so lange in je zwei 
auf einander folgenden Elementarintegralen «,_, und «, die determinirenden 
Factoren übereinstimmen. Hierdurch ergiebt sich ein Ausdruck U= eU, 


e“ ist der determinirende Factor, U geht aus einem Integralausdrucke 


13.) & = vfder)ı fe er \v,dx 


für b=c hervor, wo v,.von der Form (z-a)'‘ "Ze, (e-a)', Mod ec, 0. 


ist, und hat daher die Entwickelung 


(14)  (e-a) ig(a-a)+%(z-a)log(r-a)+-+z,(2-a)(log(z-a)) "|. 


} 


. ET 7 . Y —. / \ 
in weleher die Grössen 2 Entwickelungen der Form $e,(r—a)‘ haben. 
0 


Dann sind ferner in einem Integrale der Form 

(15.) u, /dx u, md: /dxu, ufur' Udix 
. , . oo ® . w. > 
die Integrationen auszuführen, in welchem, wenn e‘ der determinirende 
Factor in «, ist, «—-w, von Null verschieden ist. Aus (14.) und (15.) ergiebt 
sich als allgemeine Form der Entwickelung des Integrales (8.) 
y(@-a)+Yg;(x—a)log(r—a) + +Y,(2-a)(log(r—a))' "|. 


wo c eine ganze Zahl ist, die Grössen 9 Entwickelungen der Form 


\o+e| 


(16)  (a-a)‘ 


Se ‚(e—a)' +2 e,(x- a)‘ haben, von denen zunächst ermittelt ist, dass sie in 


einem zer Kreise um z=a, abgesehen von diesem Punkte, gelten. 
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II. Wenn durch Y ein Ausdruck der Form (16.) bezeichnet wird 
und das Resultat eines Umganges um r=a durch [Y] und bei dem Inte- 


grale /Yaz, in dessen Entwickelung das eonstante Glied annullirt wird, 


das Resultat des Umganges durch | /Yaz|, so ist 


(17.) | /Yae] - /iY]dr-+e, 


wo in /IYldx die Integrationsconstante annullirt wird, ce das constante 
(Glied in der Entwiekelung von | /Yaz | ist. Wenn der Exponent o in 
der Entwiekelung von Y nicht ganzzahlig ist, so wird e gleich Null. Die 
Ausdrücke (13.), in denen der Exponent des letzten Elementarintegrales 
sich von e nur um eine ganze Zahl unterscheidet, seien dureh U, U, bis 
U, _, bezeichnet, und wenn diese Ausdrücke statt U in (15.) eingesetzt wer- 
den, so seien die hierdureh erhaltenen Grössen (19.) Yy4,> Y4,—' Pis y 

Alsdann seien diejenigen Ausdrücke (8.), in denen a — 4 ist, und der Expo- 
nent in dem letzten Elementarintegral sich von oe nur um eine ganze Zahl 
unterscheidet, die Grössen y, bis 9. Der Exponent —1 in der Entwicke- 
lung (16.) von y, (a=1,...p+g) Ist höchstens gleich a-1. Nun erhält 
man bei einem positiven Umgange (in der Richtung von +1 nach +i 


18) [U] = e*IU.+c,U,+--+c,_,U 


!tıo 
y 


19) ul = e 





‘ m { » ne | » 
Ypra rt C1Yp4+9-17°° 76-1 pr fl, 


wo c, bis e,,,_, Constante sind. Wird in der Entwickelung von ,,, der 


"orm (16.) der Umgang vorgenommen und werden für y,,;, bis yı die Ent- 
wickelungen der Form (16.) eingesetzt, so müssen die Coeffiecienten der 
gleich hohen Potenzen von log(z—a) auf beiden Seiten in (19.) überein- 
stimmen. Hieraus ergiebt sich, dass die Faetoren derjenigen Potenzen von 
log(@—a) in Y,,,, in denen der Exponent l ist, sich als homogene 
lineare Ausdrücke mit eonstanten Coefficienten von den Faetoren der Po- 
tenzen von log(2=—-a) in y,;,., bis y, darstellen. 

Aus letzteren Relationen und indem man die Fortsetzung der Inte- 
srale von F,=0 in einem Gebiete betrachtet, in welchem kein sin- 


sulärer Punkt dieser Differentialgleichung liegt, folgt nun successive, 
dass die Faectoren der Potenzen von log(z—a) in den Entwickelungen 
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von 9, bis Y,,, mit (z—-a)”* multiplieirt in dem Kreise um z=a als 
Mittelpunkt, der durch den nächsten singulären Punkt von F,= 0 hin- 
durchgeht. abgesehen von x =a, einwerthige und stetige analvtische Fune- 
tionen sind. Das Innere des um den (singulären oder nichtsingulären) Punkt 
x = als Mittelpunkt geschlagenen Kreises, der durch den nächsten sin- 
eulären Punkt einer homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen 
Coeffieienten geht, ist der Bezirk des Punktes x = a bei dieser Differential- 
»leichung genannt worden. Das Aeussere des Kreises um z=0 als Mittel- 
punkt, der dureh den entferntesten im Endlichen liegenden singulären Punkt 
hindurehgeht, ist der Bezirk des Punktes = x (vgl. Abh. Bd. 87, No. 1), 

II. Wenn nun F, in der Differentialgleiehung F,= 0 dureh ein 
System bei e=a normaler Differentialausdrücke dargestellt ist und man 
von den in diesen Ausdrücken vorkommenden determinirenden Faectoren bei 
z=.a die zugehörigen Exponentengleichungen (No. 9) nimmt und deren 
Wurzeln aufstellt, so entspricht nach II einer Gruppe von 4 Wurzeln, die 
sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, eine Gruppe von 4 Integralen von 
F 


sich von diesen Zahlen nur um eine ganze Zahl unterscheidet, der Exponent 


„= mit Entwiekelungen der Form (16.), in denen der Exponent o+« 


7—1 successive höchstens gleich ©, 1, bis —1 wird. Die Funetionen y(z—a 
sind in dem Bezirke von z=a bei F,=t0, abgesehen von diesem Punkte. 
einwerthige und stetige analytische Funetionen und die Faetoren derjenigen 
Potenzen von log(x=—-a) in der at" Entwiekelung, in denen der Exponent 

1 ist, sind homogene lineare Ausdrücke mit constanten Üoetfieienten 
von den Factoren der Potenzen von log(e—a) in der ersten bis (a— 1)" 
Iintwiekelung. 

IV. Enthält #,=0 die Integrale von ?,=0V, wo #7, dureh em 
System (1.) bei dem Punkte = x normaler Difterentialausdrücke gegeben ist, 
so wird 2 = 17’ gesetzt, F,(y, x) = (-P"F,yd, 9, = -PyP,yD. 
Fr.) SPOT DD = Fig. 
Dann ergiebt sich für 7,(y,) das System bei {= 0 normaler Differential- 
ausdrücke (No. 2, IV; No.3, IID 


(20.) F,(y. = yı, F,(yı. )= Yu -.«. F,(y, “ ), 
und es sind nun die Integrale von 7, =0 bei t=0 darzustellen. In die 
Y 5 y , . 1 . 
Entwickelung derselben von der Form (16.) wird = „ eingesetzt, alsdann 


zelten diese Entwickelungen in dem Bezirke von e=x bei F, =. 


ın 
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14. 


Darstellune der normalen Elementarintegrale: Differentialdeterminanten. 


Die m linearunabhängigen Funetionen y, bis y, seien auf die Form 


gebracht 
(1) =, = v,/v.de, a en o,fdx d,...[v„de. 


Werden diese Ausdrücke und ihre m—1 ersten Ableitungen in die Deter- 


minante 
Y, Y: ar Y r 
dy, dy. dy, 
e) dx dx Dr dx .D 
ag ariy, " ue °° 
dr" -1 dr" ] : u . dr 1 


eingesetzt, so ergiebt sich nach einem Satze von Hesse (dieses ‚Journal 
3d. 54, p. 249) 


8) D= rer... 


Sind die Grössen (1.) m linearunabhängige partieuläre Integrale einer homo- 
senen linearen Differentialgleichung m'“ Ordnung, in welcher der Coettieient 
der höchsten Ableitung gleich 1, der Coefficient der (m— 1)!" Ableitung 


gleich p, ist, so ergiebt sich nach einem Satze von Lioueille 
/ \ /} dı 
(4.) D = ee" 


vgl. Abh. Bd. 87, p. 260). Bildet man mit den a ersten Grössen (1.) die 
Determinante (2.) für m =a, so ist dieselbe 


(8.) Eee FAR 
Hieraus folgt 
\ D DD, D,._,D 
(6.) ® — ) “ ®, = - “ ® — 1 “ . . . ? - .- _ 
BR RE EN © D: Po D: 


(Hesse l. ce. (71.)),. Bringt man die Grössen (1.) auf die Form 


7.) u, u, fur’ u,de, a (dx ur" uf. fu, ud, 
wo 4, = ,%...0,, SO wird 


8.) D,= min...M 


7 


ET 


19 
daher 
‚ D; 
) s=D. we (=2%...m), 
| 27 B.; 


Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft >. 
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_ 


(Vgl. Abh. Bd. 87, No. 7, 111 b)). Die Determinante (2.) von m Grössen 
y, bis y„ möge die Differentialdeterminante dieser Grössen heissen. 

Um nun die Grössen v,, No. 13, (5.) vollständig darzustellen, ha: 
man von F,, = 0 die «a, Integrale No. 13, (4.) durch Ausdrücke der Form 
No. 13, (14.) zu entwickeln, aus diesen Integralen die «, Differentialdeter- 
minanten (2.) fürm = 1 bis «, zu bilden und erhält v,, gemäss (9). Die a 
gemäss (8.) eine Entwickelung der Form 

(a—I)a 


Sru— 


10.) D. = (7a) : r(z), 


der genannten Determinanten hat 


wo Fr) eine Entwiekelung der Form &e,(z—a)‘, Mod c,>0, hat. Naeh- 
T 
dem daher in den Ausdruck (2.) fürm = a die Entwiekelungen der a ersten 
Integrale No. 13, (4.) unter der Form No. 13, (14.) eingesetzt sind, hat 
man die Glieder, welche (log (2z—-a))', »— 1, enthalten, wegzulassen. Ex 
stellt sich #,(r) dann als eine ganze rationale Function von Potenzreihen 
mit positiven ganzzahligen Exponenten dar, die in den Entwiekelungen der 
Integrale von F, = 0 enthalten sind, von Ableitungen dieser Potenzreihen 


n 


und von Potenzen (ra), wo » ganzzahlig und positiv, mit Coefficienten, 
die ganze rationale Ausdrücke der Exponenten r, mit rationalen Zahl- 
eoeffieienten sind. (Vgl. Abh. Bd. 87, No. 7, III 5b); Bd. 91, p. 110.) 
Was nun die Entwickelung der Integrale No. 13, (4.) unter deı 
orm No. 13, (14.) angeht, wenn diese Integrale zu einer Gruppe von 
Wurzeln o, bis o, als Exponenten gehören (No. 1, II), die sich nur um 


ganze Zahlen unterscheiden und in der in No. 13, I angegebenen Reihen- 


folge stehen, so gilt Folgendes: Wenn in den Grössen e, No. 15, (3.) die 

P 7 0,—0-+1 ersten Glieder entwickelt sind (zu dem Zwecke sind in dem 

\notEn: Be EEE CR 1: nn 

Coettieienten von u; 7 im F, =0 die 5 ersten Glieder von (z-a)” an zu 
da’ 


entwickeln), so erhält man die 5 ersten Glieder von (z—a)' an in den 
(srössen z(Gr—a) in dem Ausdrucke No. 13, (14.), der zu dem Exponenten 
o gehört, gemäss No. 13, (11.), (12.) durch Integration der analogen / ersten 
Glieder in den Summanden der successive zu integrirenden Ausdrücke: 
und zwar verschwinden diese Glieder in dem Faetor der höchsten Potenz 
von log(rz—a), die mit von Null verschiedenem Factor in je einem solchen 
Ausdrucke vorkommt, nicht alle. (Abh. Bd. 83, No. 9, (21.)). Die vollstän- 
diee Darstellung der Grössen z(r—-a) geht dann aus den Sätzen der fol- 


enden Nummer hervor. 
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15. 
Homogene lineare Differentialgleichungen mit rationalen Coefticienten, welchen die Factoren de: 
Potenzen des Lorarithmus in der Entwiekelune der Inteerale eenüren. 


s 


I. Wird ein Integral der Form No. 13, (16.) in die Differential- 
oleiehung mit rationalen Coetfieienten 
F 2 d" y d” —] y N 
(1.) u 5 root F.(y, x B 
\ / dr” Pı dr" | P Y Y 
® BR j ) ‚ r y . » nn 4 
eingesetzt, und wird alsdann nach Potenzen von log(@=—a) geordnet, so 


muss der Coefficient jeder solchen Potenz verschwinden. Daraus ergiebr sich 


(2) F,(l(a-at'y,(z-a), x) = 0, 
IN NY f ” ’ 04 -  \ ’ { 
(3.) F„((z-a p,(2—a), a ne 


wo f,_, ein homogener linearer Ausdruck von folgenden Grössen ist: 
r-a)%*y,,, und den Ableitungen dieser Funetion bis zur (m—-1)'" Ord- 
nung, (e-a)*‘y,,, und den Ableitungen bis zur (m—2)'" Ordnung u. s. w. 


o+ 


bis (e-a)**‘p, und den Ableitungen bis zur (m—(r—a))'"" Ordnung. Die 


('oetfieienten in diesem Ausdrucke sind ganze rationale Funetionen der 
Grössen p, bis p„_, und (z-a)”, wo s ganzzahlig und positiv ist, mit 
rationalen Zahleoetfieienten und werden daher rationale Funeiionen von ı. 
S. die Abh. des Herrn Fuchs Bd.68. No. 1. ID. 

Die Gleichungen (2.) und (3.) werden angewandt. um direet für die 
Funetion (x-a)*'p,(e—a),. ohne dass über die Funetionen (ra) 'y,(r—a 
a=r,...1) irgend etwas bekannt ist, eine homogene lineare Differential- 
eleichung mit rationalen Coetfieienten und dem Üoeffieienten der höchsten 
Ableitung gleich 1 herzuleiten, welehe alsdann zur weiteren Untersuehung 
der Funetion (2—_a)''‘p,(r—a) gebraucht wird. Hierzu dient der Satz, dass, 
wenn 9, ein Integral einer homogenen linearen Differentialgleichung FV = 0 
und y, ein Integral einer homogenen linearen Differentialeleichung FF) = 0 
ist, alsdann die Summe y,-+y, ein Integral derjenigen homoxenen linearen 
Difterentialgleichung ist, welche die linearunabhängigen Integrale von 
Fr? —=0 und FF =0O vereinigt enthält und welche man nach No. 7, I und 
II bildet. 

Ks wird noch das Verfahren angewandt, aus der homozrenen linearen 
Ditferentialgleichung mit rationalen Coetficienten und dem Coetfieienten der 
höchsten Ableitung gleich 1 2,(y, ©) =V diejenige herzuleiten, weleher die 
sn Ableitungen der Integrale und nur diese genügen. Man erhält eine 


BL ° 
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Differentialgleichung, welcher die ersten Ableitungen der Integrale von 
$,=0 und nur diese genügen, indem man in $d,= (0, wenn der Coeffieient 
von y von Null verschieden ist, durch denselben dividirt, alsdann differentürt 
und in diesem Falle, so wie wenn der Coefficient von y verschwindet, 
dy 


Ir 7 9ı Setzt. In derselben Weise ist dann weiter fortzufahren (vgl. die 


Abhandlung des Herrn Fuchs Bd. 65 dieses Journals, p. 383). In der erhal- 
tenen Difterentialgleichung wird der Coefficient der höchsten Ableitung 
gleich 1 gesetzt; die höchste Ableitung kann auch nullter Ordnung sein, so 
dass die Differentialgleiehung 4, = 0 wird. Ist ferner R(x=) eine rationale 
Funetion, so erhält man aus &,(y,x)—=0 eine Vifferentialgleichung, wel- 
cher Ra)y=y genügt, Ria)P,|(R(z))"y,x]=0 mit rationalen Üoetfi- 
eienten und dem Coetficienten der höchsten Ableitung gleich 1. 

ll. A) Setzt man nun in (3.) a=—1l, so werden vermittelst deı 
Differentialgleichung (2.) nach dem Vorhergehenden die homogenen linearen 
Differentialgleiehungen für die Summanden in f, aufgestellt, und dureh 
successive Vereinigung der Integrale derselben in einer Differentialgleichung 
wird die Differentialgleichung für f, hergeleitet; dieselbe enthält rationale 
Coetficienten und den Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1. Wird 
in diese Differentialgleiehung für fi der in (3.) links stehende Ausdruck 
eingesetzt, so erhält man für (@—a)'‘g,_, eine homogene lineare Differen- 
tialgleichung mit rationalen Coeificienten und dem Coeffieienten der höchsten 
Ableitung gleich 1. 

Nun kann man vermittelst dieser Differentialgleichung und der Ditte- 
ventialgleichung (2.) in derselben Weise aus (3.) für a= 7-2 die Diffe- 
ventialgleichung für (@—-a)‘*‘p,_, herleiten; u. s. w. Es ist hierbei übeı 
die Beschaffenheit der Grössen (z-a)’*'gy, (a=r,...1) in dem Integrale 
der Form No. 13, (16.) von F,=0 nichts vorausgesetzt, so dass auch 
irgend welche derselben, darunter (e-a)’'‘y, verschwinden dürfen. (Abh. 
Bd. 87, No. 7,1 A)). 

B) F,(y.x) sei ein Differentialausdruck, wie der in No. 13, (1.). 
Unter den in No. 13, III betrachteten Gruppen von Integralen von F, =, 
in deren Entwickelungen sich die Potenzen von @—a nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, enthalte diejenige, in welcher die grösste Anzahl von Inte- 
sralen vorkommt, g derselben. Setzt man r in (2.), (3.) gleich y und 
bildet nun nach A) die Difterentialgleichung für (e—-a)!*'y,, so sei dieselbe 
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durch S(y, x) bezeichnet. Dann genügen dieser Differentialgleichung die 
Faetoren von (log(z—a))' in den Integralen jeder Gruppe, und da sich als 
homogene lineare Ausdrücke dieser Faetoren mit constanten Coeffieienten 
nach No. 13, III alle Faetoren der Potenzen von log(z-a) einer Gruppe 
darstellen, so genügen S = (0 alle Factoren der Potenzen von log (a—a). 


Kennt man von F,=0 die höchste Potenz des log(r—a), die in den Ent- 


wiekelungen bei x = a thatsächlich vorkommt, und ist dieses die /'*, so kann 
man in (2.), (3.) =! setzen und die Difterentialgleichung für (a — a) p, 
herleiten T(y, x) = 0: derselben genügen dann ebenfalls alle Factoren der 


Potenzen von log(r-a). (Abh. Bd. 87, No.7. I B) ete.). 


C) Ist in F„=0 (1.) der charakteristische Index bei e=a eleich 
Null, so dass die Integrale von F,= 0 bei ze =a regulär sind, so ist dieses 


auch der Fall bei den Difterentialgleichungen. welche die Ableitungen ent- 


halten. Yaher enthält die Differentialgleichung für f, auch nur reguläre 
Integrale und in der nach A) gebildeten Differentialgleichung für (@—-a)' 'p,_; 
ist der charakteristische Index bei z=a gleich Null (No. 2, II A)). Das- 
selbe findet demnach allgemein statt für die nach A) hergeleiteten Diffe- 
rentialgleichungen für (e_a)’*y, (a=—1,...1). (Abh. Bd. 87, No.7,1C)). 


D) Wenn in (1.) die Coefficienten p in einem um den Punkt 2 = a 
als Mittelpunkt geschlagenen Kreise, abgesehen von 2 =a, beliebige ein- 
werthige und stetige analytische Funetionen von x sind, so gelten auch die 
vorigen Betrachtungen. Die Coeffieienten der Differentialeleichungen des 
Satzes A) 


ihren Ableitungen und (x —a). b ganzzahlig, zusammen. Nur kann die 


setzen sich rational mit rationalen Zahlecoefficienten aus den p, 
Herleitung dieser Differentialgleichungen auf Schwierigkeiten führen, die 
bei rationalen p im Allgemeinen nicht bestehen, indem nämlich diese Her- 
leitung zu beurtheilen erfordert, ob ganze rationale Funetionen der vorhin 
genannten Grössen identisch verschwinden. (Abh. Bd. 87, No.7, I D)). 
Ill. A) Wenn eine homogene lineare Differentialgleichung mit 
rationalen Coefficienten mit dem gemeinschaftlichen Nenner der Coetfieienten 
multiplieirt wird, so ergiebt sich aus der Differentialgleichung für die Üoetti- 


® . . a) . . \o ww w , in . . . 
clenten in einer Entwickelung Fe, (2 — a) + Fe (z—-a)?'‘, die der Difte- 


0) 


rentialgleichung genügen soll, eine Recursionsformel mit eonstanter Anzahl 


„ 


der Glieder. Diese Glieder können nicht alle identisch verschwinden, weil, 
wenn die Ordnung der Difterentialgleichung M ist, die Potenz a” nieht aus 
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der keeursionsformel ausfallen kann. Es bleibt demnach eine endlich« 
Anzahl Coeffieienten zu bestimmen, worauf die übrigen die Reeursions 
formel liefert. Ist also eine Differentialgleichung des Satzes Il A), welche: 
(z—-a)'‘p, genügt, hergestellt, so erhält man aus derselben eine solche 
Reeursionsformel für die Coeffieienten in der Entwickelung von g,. 

b) Bei der in No. 14 betrachteten Differentialgleichung F, = 0 ist 
der charakteristische Index bei e=a gleich Null, daher ist dieses auch 
der Fall (II C)) bei der Differentialgleichung S=0 oder T=0, die naclı 
II B) aus F, = 0 hergeleitet wird, welcher die Funetionen (e-a)’z in deı 
lintwiekelung der Integrale von F, =0 No. 15, (14.) genügen. Man kam 
nun in 2 nach No. 14 beliebig viele Üoeffieienten bestimmen und erhält 
aus S=0 oder T=V eine heeursionsformel zur Bestimmung der übrigen 
(III A)). Zugleich wird diese Differentialgleichung, da sie bei e=a den 
charakteristischen Index gleich Null hat, zur weiteren Untersuchung der 
Funetionen yg angewandt (No. 18.). (Vgl. Abh. Bd. 87, No. 7, II, wo unter- 


. f Y .4 x = A j4 xy ® ® 
sucht ist, welche Integrale der Form (z—-a)'* Fe,(2—-a)‘, c ganzzahlig, diese 


0 


Ditterentialgleichung erfüllen.) 


16. 


Darstellung der Faetoren der Potenzen des Logarithmus in der Entwiekelung der Integrale durch 


bestimmte Inteorale. 


‘ 


I. Gemäss No. 13, (10.) ist die Darstellung der Integralfunction 
\ / 


(2) /(z-a) v(e—a)(log(z—a))' de 


zu geben, wo w(x-a) eine Entwiekelung der Form Fe, (2—-a)' +3 ce, (0a 


oO > 1 
0 - 
hat, » ganzzahlig 0 ist. 
A) Der Exponent r in (1.) sei nicht ganzzahlig. 


Die Integralfunction 


(») T ; ra \r / { re \ . 
(2.) (a a) y(z—-a)dı, 


in deren Entwiekelung die Integrationseonstante annullirt werden soll, wird 
in folgender Weise durch ein bestimmtes Integral dargestellt. Ein Integral. 
erstreckt über die Peripherie eines Kreises um den Nullpunkt der Uon- 
structionsebene als Mittelpunkt mit dem Radius 1 von 1 an in positiver 


Richtung (von +1 nach +: hin) bis zu 1 zurück, werde durch / bezeichnet. 
l 
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Dann ist, wenn der Anfangswerth von loge für @« = 1 gleich Null genommen 
wird und a ganzzahlig ist, 


oO 
l “ 1 ’ ’ | 
(3.) — / arda= — ET 
et" ei ö e° uir__1 ’ 7 | ( 1 | 
1 | 
> _a\rta+l T. u Fa \r+a+1 (m \r+1 / 

| z C(r—a)* © (2 —a (2—a > ER 

4.) P% . — r< i / v (2 —-a)a)a do. 
' 0 r+a+1 | r-+-a-+1 er wir —1 . 


Die Integration in den einzelnen Gliedern der Potenzreihen ist gestattet, 
weil die Reihen für Werthe x innerhalb eines Kreises um z = a (abgesehen 
von ze=a) und die in Betracht kommenden Werthe «@ in gleichem Grade 
eonvergiren. (Ueber die Convergenz in gleichem Grade vgl. Abh. Bd. 87, 
No. 4, Anfang). 

Wird nun 


d de, 
/ 1 a v((z-a)o, U (2—a 
1 x e uir__4 u “ 
\ | 
u da ee 
EN / _ _ eu l(2—0)0, U(z—a 
Ir) e ! un 1 i ” 
l 
rg 
I 0, U,((2—a) 0 U,(z—a) et 
\ “ e tr. -i 
1 


vesetzt, so ergiebt sich durch Anwendung von Formel No. 13, (11.) für die 
Funetion (1.) die Darstellung 
| aa)" U, (z-a)(log(2-a))"—nU,(r—-a)(log(r--a 


/ 


6; TS. A “ . 
+n(n—1)U,(r—-a)(log(c—a)) l\"n(n-—1)...11 —A 


In den bestimmten Integralen kann dann die Function w(r—a) eine andere 
Darstellung als durch heihenentwickelung erhalten. (Abh. Bd. 87, No. 7, II: 
3d. 91, No.1; Bd. 95, No. 1 

b) Der Exponent r in (1.) sei ganzzahlig. 


(z—-a)w(z—a) sei gleich P(x—a) gesetzt, 


” A T. 2 i [ | i 
P/(z—a Dh (z—-a) 4-3 k(c-a -ö(2z—-a). 
k 0 —f —G 


i_, wird gegeben durch 
ii R FEIE ® 
7) kı= — /f FRıydi, 
1 


wo der Radius ?R einem Kreise um z=a als Mittelpunkt innerhalb des 
Kreises für die Entwickelung von # angehört. Es ist nun die Integral- 
funetion 


7 


(8)  /S(a-a)de 
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darzustellen, in deren Entwickelung die Integrationseonstante annullirt wird. 
Der Anfangswerth von log? für #= 1 werde gleich Null genommen. Danı 
ist für positive EEE: Werthe a, Null einbegriffen : 


’9Q\ logß\° 7 1 
ein 2! ri ! (er) / 2 
8 + 


Es werde 





Ek(lac-a) = Yp(x-a), 
(10.) ER, 
Sh(2-a) = (2-a)"y((z-a)"') 
gesetzt. Dann wird, weil die Potenzreihen g(=—a) und x) in ihren Con- 
M . - e . E.. & i ® log ° 
vergenzkreisen in gleichem Grade eonvergiren und ön; von O bis 1 
sich ändert, 
. 2 ki. z—a)'*! T—d ” lor 3 
/ 11.) > al ) u / Y ((2-a) [ iu ) dß 
” i 0 a+l 2 ni : \x 2 ni pP ’ 
1 
— IL . pNä-+1 n —| »r ’ 
(12.) N kl eu 2 RER (@ a) [ 1(@-a)- log \ dp 
x > a-+1 mi “\\ ’ "gi 3 


Es ergiebt sich ferner, wenn R’ und AR” Radien von Kreisen um x = a als 
Mittelpunkt innerhalb des Kreises für die Entwiekelung von #7 sind und 
RR” ist, aus der Cauchy-Laurentschen Integraltormel für F(x—a) 

' daR" (R"'-! 


419 \ u oe ur Man / an \ JR, 
(13.) p(e—a) f is T-G-SR* (Ri), Mod(z—a)R 3 
; x ” "EEE IOE "d)R R'ı D/D';N z rt 
14.) x((2-a)”) = / ei G-SiR PFRr), Mod(x-a)" R<_1. 


1 
Wird nun 


dß, . log ?. - 
\ mi N 7a) Pr -) = V,(z-a), 
1 
\ } ® dp, r f log PB, r 
15) 1 ini ılla=a);,; ) = V.(@-a), 
' 2 
” dß, , P, log R 
|, 2niß, V.((2-a) Im - e) —— V;(2— a) ) ete. 


- Ib 


ii i 
\/ 7 1(@-a)" = ) = -Wı(@-a)""), 


2ni 


F 1, 2 | log 2 —1 
16) f X W,((2-a) Br -) = -W.((e-a)), 


u 13 A ] gPp, u. 
[Wa ER) = -Wl@-a)") etc 
1 


2ni / 
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gesetzt, So ergiebt sich vermittelst Formel No. 13, (12.) für die Funetion 
(1.) die Darstellung: 
1 f diAR 
n+1 Ini 
l 

(17.) +[(@e-a)V, (2-a)+(2-a)""W,((z-a)"')/(log(r—a))" 

| —n[(2-a) V,(2-a)+(2-a)"" W.((2-a) ')](log(r—-a))""'-+- 

+ +(-D’a@a-1)...1[(e-a)V,,,(2-a)+(z-a) "WW, ..((2-a)”")). 
Die Integrale V gelten für Werthe von x, bei denen Mod(z-a) <R" ist, 


PR4) (log (2—a))" ie 


die Integrale W für Werthe von x, bei denen Mod(r—a) > R ist, und die 
Darstellung (17.) für Werthe von x, bei denen R’<<Z Mod(r—-a)< R" ist. 


In den bestimmten Integralen kann dann die Funetion 7 eine andere Dar- 
stellung als durch Reihenentwickelung erhalten. (Abh. Bd. 95, No. 1). 

ll. Um nun vermittelst dieser Formeln die Funetionen (r—-a) ' y(xr—a) 
in No. 13, (16.) darzustellen, wird ein Kreis mit einem Radius R, so ange- 
nommen (s. No.18), dass, wenn Mod(r—-a)<R, ist, die Funetionen Pr 
No. 14, (10.) und daher die Functionen w,,(z) No. 13. (5.) einwerthig. stetig 
und von Null verschieden, die Funetion z(r—a) No. 13. (14.) einwerthig 
und stetig sind. Dann werden die Darstellungen (6.) und (17.) suceessive 
auf das Integral No. 15, (15.) angewandt. Wird der Exponent r in einem 
Ausdrucke (1.) ganzzahlig, so kommt Formel (17.) zur Anwendung. Die 
Darstellung gilt dann in einem Kreisringe um r=a für R\< Mod(r—a 
<R;, <R,. Kommt in der Folge wieder ein ganzzahliger Exponent r in 
der zu integrirenden Function vor, so ist zur Anwendung von (17.) ein 
Kreisring mit den Radien R, und R} zu nehmen, sodass AA <R<R,<R, 
ist, u.8.w. Man kann hierbei den Ausdruck (17.) mit (2—-a)""""” multi- 


'! heraustreten lassen. wie in (6.) alsdann 


plieiren und den Factor (2—a) | 
wird in No. 15, (16.) c=4 Man erhält also y,(z-a) in No. 13, (16. 
durch eine Summe von bestimmten Integralen, dieselben in endlicher An- 
zahl, dargestellt, und diese Darstellung gilt in einem Kreisringe um x = «a 


als Mittelpunkt. Die Integrationen in einem solchen bestimmten Integrale 
sind die durch / bezeichneten und die Integrationsvariabeln kommen vor 


1 


’ . ) a i loe?# . Ar a ge .. 
wie die « in (D.), die 5 in 5 in (15.), (16.), wie die 4 in (7.), (13.), 
“ . \ a . . . 
(14.). Jedes « führt einen Factor —,,, j ein, wo r nieht ganzzahlig ist, 
et 


> 


i . i | N PE a R ” 
jedes 5 einen Factor ——.;, Jedes 4 einen Factor -;_—. Das Produet dieser 
2nı$ Irmı 


Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft >. 32 











250 Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


Faectoren sei durch A bezeichnet und das Produet der übrigen unter den 
Integralzeichen vorkommenden Grössen durch B. Dann sei das Produc: 
AB unter die Gesammtheit der Integralzeichen gestellt. B enthält als eine 
Gruppe von Factoren e 'w,,, e "w,,' aus den u, «”', e'y(2—a) aus No. 13 
(14.), (15.) und e(x—a)', a ganzzahlig, e eine rationale Zahl aus (6.) für a = 0 
und (17.). In Faetoren dieser Gruppe ist z—a mit 1 oder mit Integrations- 
variabeln @ multiplieirt, und ausserdem kann an Stelle von z—a eine Inte- 
grationsvariable wie RA, Ri aus (7.), (13), (14.) eintreten. Ferner kann 
(R''A)-! 


B als eine zweite Gruppe von Faetoren Grössen von der Art En 
\ > 
1—(z—a)(R')) 


RA a4 FT . \ 
und pn aus (15.), (14) enthalten. In diesen Factoren steht 
1—(x—a)-'R) \ 
Li. di u ra Sa ) ER . log 5 
mit =—a bezüglich (e-a)”" multiplieirt ein Produet von Variabein —," 
= 700 


sodann wie in den Faetoren der ersten Gruppe mit 2—a multiplieirt 1 ode 
ein Produet von Integrationsvariabeln @, und dabei kann noch an Stelle von 
x—a eine andere Integrationsvariable AR), Ri eintreten. 

Ill. Die Formeln (6.) und (17.) sind auch zur Darstellung der 
Integralfunetion No. 13, (15.) anwendbar, wenn von den Grössen « und U 
nur vorausgesetzt wird, dass sie in einem Kreisringe um 2 =a als Mittel- 
punkt von der Form (z-a)w(x) sind und w(x) in diesem Gebiete ein- 
werthig, stetig und von Null verschieden ist, wie in den in der Einleitung 
(4.), (5.) betrachteten Integralen. Alsdann gilt auch für die Entwiekelung 
der Form (1.), (2.) der Einleitung die Darstellung der Coetficienten, wi 
sie in der folgenden Nummer gegeben ist. (Vgl. Abh. Bd. 95.) 


1Y. 
Entwickelune der Factoren der Potenzen des Logarithmus in dem Ausdruck der Inteerale. 


Von der Entwickelung einer Funetion g(z-a) in No. 15, (16.) unteı 


SF. / \ > r \4 r ‘ . 
der Form Fe, (z—a)'+F c,(x—a)' (No.15, I und II) braucht man nur eine 
u l 


endliehe Anzahl Coeffiecienten zu bestimmen, alsdann liefert die übrigen 
eine bekannte Reeursionsformel (No. 15, II B), III A)). Eine Funetion 4 
ist in einem Kreisringe um == a als Mittelpunkt durch eine Summe von 
bestimmten Integralen, dieselben in endlicher Anzahl, dargestellt (No. 16.). Die 


x ee ne 
lintwiekelung eines Summanden f(r—a) unter der Form Ik, (z-a)' +3 h,(a-a 
- _ 


ist vorzunehmen. Der Coetficient 4, wird durch das Integral 
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Re 
1) k,  f 5 (RE) FCRE, 


vegeben, wo A der hadius eines Kreises um z==a als Mittelpunkt in 
jenem Kreisringe ist. f ist durch ein bestimmtes Integral ausgedrückt. in f 
steht unter der Gesammtheit der Integralzeichen das in No. 16, II bezeichnete 
Produet AB. Das Produet B enthält Faetoren der Form e”, w= Ne (c—a 

1 
dieselben haben Entwicekelungen der Form 1+ 8k_,(@—a) ‘, Faetoren ,,. 
re (No. 13. (5.)) aus den u und 4 E. 7 (No. 13. 14.)) mit intwiekelungen 


7. ai ww . y 
der Form Eh,(@-a)‘, Factoren e(r—a)‘, a ganzzahlig, alsdann noch Faetoren 


(RI)! Ri 5 
- Pay = deren Entwiekelungen 
I—(r—a)! ft A) 1— (z—a)!R4 
N BE. 3 | u u a. 
2) (R)"3(a-a) (RW), Rırlc-a)"" (RR) 


u. 
ti 


sind. Diese Entwiekelungen convergiren in ihren Uonvergenzgebieten un- 


bedingt. d. h. die Reihen der Moduln convergiren. Nachdem an Stelle von 


r—a bezüglich (r—a) ' die in No. 16, II bezeichneten Variabeln eingesetzt 
sind, sei eine solche Entwiekelung durch S bezeichnet. Enthält eine Reihe 


S noch r-—a, so tritt in (1.) RZ an Stelle von x--a. Es ist 


Mode«e = Modi = Mod{ = 1 und 


2 mi 


Da die an Stelle von z—a tretenden Grössen R/4, Ri, RZ im Uonvergenz- 


sebiete der Reihe liegen, so convergirt eine Reihe S noch, wenn die Coeffi- 


= 
Ü 
» 


cienten durch ihre Moduln ersetzt sind, und ] an Stelle von eo, 2 a5 
w s,LLt 


tritt. Eine solehe Reihe sei durch S, bezeichnet. Die Reihen S seien mit 
einander multiplieirt nach dem Schema, in welchem die Stellenzeiger der 
(lieder positiv genommen werden. Das Produet sei die Reihe T. In der- 
selben Weise seien die Reihen S, mit einander multiplieirt, deren Produet 
sei T,.. Es steht nun unter der Gesammtheit der Integralzeichen in (1.) die 
R 
> 


u dd 


(rösse (RO) "AT. Die Reihe T werde in zwei Theile getheilt 


T'+T”, wo T' die Glieder bis zu einem Stellenzeiger », T" die übrigen 
enthält. Aus der Reihe T, ergiebt sich, dass die Reihe T für die in Be- 
tracht kommenden Werthe der Variabeln in gleichem Grade eonvergirt. 
ls besteht also ein Stellenzeiger v, so dass für a>r und jene Werthe der 
Variabeln Mod| 


"25; (ROAT"|=0 bleibt, wo d eine beliebig klein 
32* 








252 Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


Ds 


vorgeschriebene Grösse ist. Aus T-T'=T’ ersieht man, dass die Inte- 


. u .. R “es .. 
oerationen an der Grösse -(RÄ) "AT" vollzogen werden können. und 
te) ri De oO ’ 


2 
aus dem Vorhergehenden, wenn «a, 9, A, € gleich e 


io 


gesetzt wird, dass 
der Modul dieses Integrales <I(27)‘ ist, wenn s-mal integrirt wird. Also 


. I e. u Ä i ’ 
ist «die Reihe vr (RO) "AT integrirbar durch Integration in den ein- 
Rd £ (ROW RAE 
ar ni 
1 


gleich 


Hieder aa u 
zelnen Gliedern. Da jedes Integral / Omi 
1 


Null ist, wenn a von -—-1 verschieden, sonst gleich 1, jedes Integral 


. a! ri ] | 
za aa = 
F errir — | r--a+1 


1 
eb 
(2 = ‚ a ganz- 


r nieht eanzzahlie, jedes Inteer; um 
l 


zahlig und — OÖ, so werden die einzelnen Glieder in der integrirten Reihe 
unabhängig von den hadien AR, R/, R in der Darstellung von f dureh die 
Formeln aus No. 16 und in (1.) und ergeben sich als ganze rationale Aus- 
drücke der Uonstanten in den Grössen (No. 13, (15.)) €”, e', ww, wa‘, z und 
| 
o—r6 +0 
Zahleoetficienten; man braucht daher, um diese Glieder aufzustellen, auch 


‚ wenn o—r,, nicht ganzzahlig, a ganzzahlig ist, mit rationalen 


den Radius R, aus No. 16, II nicht vorher zu bestimmen, Eine einfach un- 
endliche Reihe dieser Ausdrücke steilt den Coeffieienten A, (1.) dar. Einen 
beliebig angenäherten Werth von k,, sowie den vorhin genannten Stellen- 
zeiger v in der Reihe T kann man nach den Angaben der folgenden Nummer 


giebt den 


Coeffieienten e, in der Entwiekelung von p(x-a). (Abh. Bd. 95, No. 2). 


bestimmen. Eine Summe von Grössen 4, in endlicher Anzahl 


18. 
Berechnung der in der vorigen Nummer betrachteten Funetionen mit vorgeschriebener Annäherung. 
I. Ein bestimmtes Integral f(r—a) aus der Summe derjenigen, 
welche nach No. 16 eine Funetion g No. 13, (16.) in einem Kreisringe um 
r = a darstellen, enthält unter der Gesammtheit der Integralzeichen das in 
No. 16, II genannte Produet AB, wo B ein Produet von den Reihen $ ist, 
die in No. 17 angegeben sind, dieselben seien in der Anzahl g vorhanden. 


2 


Jede dieser Reihen S,, sei in zwei Theile getheilt S,+S,, wo 8, die 


1 


(lieder bis zu einem gewissen Stellenzeiger enthält. Dann wird B= B’+b 








Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


gesetzt, wo B’ = $,,,8(.) ... S;,, ist. Für die in Betracht kommenden Werthe 
der Integrationsvariabeln und für die Werthe = in einem Kreisringe um 
r=a als Mittelpunkt innerhalb des Kreisringes, in welchem die Dar- 
stellung von f(z-a) gilt, sei ModS.,- M.. ModS/,—-&n. so ist 
Mod Sy Ma+&n- Wenn man daher die &, hinreiehend klein nimmt, so 
wird Mod B” kleiner als eine vorgeschriebene Grösse. Das Integral in 
Bezug auf den Ausdruck AB—-Ab = AB” kann daher auch dem Modul 
nach kleiner als eine vorgeschriebene Grösse gemacht werden (vgl. No. 17). 
Die Integration an AB’ vollzogen liefert eine ganze rationale Funetion von 
z—a und (ze—a)”' mit Coeffieienten, die ganze rationale Ausdrücke der am 
Schlusse der vorigen Nummer genannten Uonstanten sind. Diese Funetion 
sei f (@—a), und es sei f(@-a)—f (x—-a) = f'(x-a). Durch Addition von 
Funetionen f ergiebt sich eine Funetion g(r—a) (No. 13, (16.)). Die 
Summe der in diesen Grössen f vorkommenden f' sei dureh g' bezeich- 


A 


net, die Summe der f” dureh y Die Function g' ist dann eine ganze 
rationale Function von xz-a und (2z-a)"' mit Üoetficienten, die ganze 
rationale Ausdrücke gegebener Constanten sind. Es ist in einem Kreis- 
ıinge um 2=a als Mittelpunkt Modp=—-C, Mod y" 2, Mod -C+z, wo 
vemäss den Voraussetzungen ein Werth von © bekannt wird. 2 kleiner als 
eine vorgeschriebene Grösse gemacht werden kann. 

Wenn bei einer Entwiekelung 


x 7. - 4 - 
1.) Se. +zc® 


0) 1 


eine positive Grösse M bekannt ist gleich oder grösser als der Modul der 


Entwiekelung für Werthe S, bei denen R Mods R’ ist, R’ und AR 
innerhalb des Convergenzringes liegen, R<ZR” ist, so ist für AT. RR" 
M 
Mode, = —,. araus ergiebt sich 
| IE RUE MR’ | 

(2.) Mod —— 30, < 1.2... Mods_R,- | 

\ de _— I» s (R'' _ R'') ' \M d m ; R 

we. MR' . 

(3) Mod— E20" <1.2..1— 0 Mod =—>R,>>R'. 

de 7 (R\—R') 


Wird in die Summe der Ausdrücke (2.) und (3.) rechts für M wesetzt 


C, z, C+z, so erhält man Werthe gleich oder grösser als bezüglich 
dg dy' do . 5. 2 \ ’ 
Mod zn ‚ Mod / ‚, Mod *_ in dem Kreisringe mit den KRadien R, 


d.ır' dx 
und Ar. 
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Eine beliebig angenäherte Berechnung einer ganzen rationalen 
Funetion der Integrale No. 13, (16.) und ihrer Differentialquotienten mit 
rationalen Zahleoetficienten geschieht nun dadurch, dass = y-+y" gesetz: 
wird, und der Theil des Ausdruckes berechnet wird, in welchem g’ an Stelle 
von g steht, während der übrige Theil des Ausdruckes in einem Kreisrinee 
um z=anach dem Vorhergehenden dem Modul nach beliebig klein gemach: 
werden kann. In derselben Weise kann man den Coefficienten k, No. 17. 
(1.) beliebig angenähert berechnen, und den in No. 17 genannten Stellen- 
zeiger v in der Reihe T bestimmen. (Abh. Bd. 91, No.3: Bd. 95. No. 3). 

Il. Es bleibt also zu zeigen, wie man von einer Reihe S in I eine 
Grösse M ermittelt, so dass ModS = M, und wie man S= S’+S$" setzen 


kann, so dass Mod S’=_e, wo e eine beliebig klein vorgeschriebene Grösse 


® .. / ” M 
ist. Man erhält aus (1.) und Mod e, r 
/ EEPORON  Ae M ui bi | 
4. Mod Fe,® <(-ı-) — ey 
4) Mdfce<(Tr) — gr Mods<Ri<R", 
Rh" 
a U En az 
(5. Mod. c,$ ( MR ) PL ModS—R,>R. 
1 E. — 
R 


Die Grössen rechts können, wenn M bekannt ist, durch hinreichende Ver- 
grösserung von n beliebig klein gemacht werden; es bleibt also M zu be- 
stimmen. Im dieser Beziehung sind die Grössen v., Wi. Z(@-a) No. 12. 
(2.), (14.) zu betrachten, was darauf hinauskommt, die Ausdrücke 7,(xz) und 
(F,(@))" No.14, (10.) zu untersuchen, da man von den übrigen Grössen 
S einen Werth M unmittelbar erhält. Die Untersuchung von (#,(@))"' be- 
steht darin, von (x), bei welchem Mod #,(a) > 0 ist, eine positive Grösse 


K zu ermitteln, so dass Mod #,(@@) >K, wenn Mod (z-a) — r ist. 
P (x) = P,la)+(a-a) Pi’ (z-a). Mod ?Y) sei <K' für Mod(z-a) — r. 


. 


und es sei Mod #,(a)—rK >00 für r<_r', so ist Mod #, (x) = Mod # (a)—rk 
für Mod (@—-a) —r. Das weitere Verfahren kommt nun unter Benutzung 
der Relation (2.) und der Relation (4.) für a» = 1 darauf hinaus, für Fune- 
tionen der Art wie die z No. 13, (14.) in der Entwiekelung der Integrale 
einer Differentialgleichung, deren Difterentialausdruck bei dem Punkt « 
regulär ist (No. 9) eine Grösse M  Mody für Mod (x—a) — L zu bestimmen. 


‘Abh. Bd. 91, No. 3, III, p. 110—114.) Eine solche Function z = Fe, (r—u 


0 


genügt selbst einer Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten und 








In, 


au) 
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lem eharakteristischen Index bei x: 
kann (No. 15, II B,C)). Dieselbe sei 





a eleich Null, die man aufstellen 





es du _ au _ 
(6. +P, -++Pu=V$. 
aa dr‘ da 
Es werde 
A P (z-a) = O,(a)+(z-a)0 (x 
\ J/ \ / a‘ / ‘ ı ’ 
sesetzt. Nun sei M, eine reelle Grösse —>0, gleich oder grösser als die 


Moduln der rationalen Functionen Q,(x) (a=1,...s) für Werthe x auf einem 
Kreise um ze =a als Mittelpunkt mit dem Radius AR, der kleiner ist als der 
des Bezirkes von z=a in der Differentialgleichung (6.). Dann ergiebt 


sieh aus (6.) 


M.} 
B 
N =, io f N } 
(S.) Mod )&c,(z-a)‘\ : gu(1- R ) 
für Mod (2x —a)' B<hR. 9, Ist eine positive Grösse, die aus der 


kelation 9%, Mode, (a=U,...k—1) hervorgeht, wo die Zahl # und 
die positiven Grössen B, sich ohne Weiteres bestimmen lassen, y eine 


- 


reelle Grösse, so dass 0 <y<Z1l ıst. (Abh. Bd. 91, No. 5, II. 


19. 


Fi ıtsetzung der Inteorale dureh Umeano um ell 


In No. 13, II ist die Form des Resultates des in den Inteeralen 


vollzogenen Umganges um den Punkt zr=a gegeben (der Umeane ist in 
positiver Richtung vorgenommen, bei dem Umgange in negativer Riehtung 
ist das Verfahren dasselbe). Die Constante e in No. 13, (17.) wird dadureh 
bestimmt, dass in der Entwickelung des Ausdruckes /Ydr der Umeane 
vorgenommen und das constante Glied ermittelt wird. Man erhält aus 
T >) 32. 

No. e), (1 2.) 


\ E :rrilr.—ı a 
(1) | Yvoır.de| wen fr r.de+k,, 
En rn ee aD Fe BE ER OR 
a | Ydarr_ fra der | = der 2 1/3 v.da 


2rtilı .. 1) ü 1 
7 en /v „Vv. ,dc+k,, ete. 


f 


Aus den Integralen, in deren Entwickelungen die Exponenten ganzzahlig 


sind, ergeben sich die Uonstanten in No. 13, (18.) unter der Form 


(d. 6, = Elani) 


1 a I; 
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wo die Grössen g, rationale Ausdrücke der Constanten in den v, v»”' mit 
rationalen Zahleoeffieienten sind. Man bestimmt die Grössen g, indem man 
in den Entwickelungen eine Anzahl Glieder bestimmt, in der Weise wie 
am Schlusse von No. 14 angegeben ist. 

Um nun die übrigen Constanten in No. 13, (19.) zu bestimmen, ist 
dasselbe Verfahren auf das Integral No. 13, (15.) anzuwenden. Ein in 


diesem Integralausdrucke enthaltenes Integral wie faruz, uf... fu; Var, 


in dessen Entwickelung die Exponenten ganzzahlig sind, aus welchem der 
Coeffieient e,_,,. hervorgeht, ist nach No. 16 durch eine Summe von Aus- 
drücken wie No. 16, (17.) für a=0 bis a=s+a-1 dargestellt, wenn s der 
höchste Exponent von log(r—a) in dem Ausdrucke von U ist. Wird in 
einem Ausdrucke der Form No. 16, (17.) der Umgang um x = a vollzogen, so 
i : 2 : n . znı)t! s"dAR „/n- 
ereiebt sich als eonstantes Glied in der Entwickelung Be —— (RR), 
' ee ni . 2 mi \ 
1 
In dieser Grösse sei 7 durch 7, bezeichnet. Man erhält dann 
amt (it AR yrm: 
4 N . —e a) 7 zZ j J 
au muy ii F u RM): 


n—( N-r | « 
1 


Jedes Integral in diesem Ausdrucke wird nach No. 17 entwickelt 
durch eine Reihe ganzer rationaler Ausdrücke gegebener Uonstanten und 
kann nach der vorigen Nummer mit beliebig vorgeschriebener Annäherung 
berechnet werden. (Vgl. Abh. Bd. 95, No. 4, 1.) 


20. 
Fortsetzung der Integrale durch Uebergang von einem singulären Punkt zu einem anderen und 
alleemeine Fortsetzung. 

. A) Um bei der Differentialgleichung F,(y, x) =0 die Fort- 
setzung der Integrale darzustellen, wird nach Abh. Bd. 87 das Verfahren 
angewandt: Wenn zwei singuläre Punkte der Differentialgleichung x = «a 
und 2 = b irgendwie in dem von einem Kreise begrenzten Gebiete liegen. 
welches auch den Punkt 2=»x enthalten darf, ausserhalb welches die 
übrigen singulären Punkte sich finden, alsdann durch Vermittelung einer 
rationalen Substitution ersten Grades die Integrale bei dem einen Punkte 
durch die bei dem anderen auszudrücken. Wird ein Kreis von dieser 
Eigenschaft dureh den Punkt b gelegt, liegt das von demselben begrenzte 
(rebiet im Endlichen, «a innerhalb desselben und ist e der Mittelpunkt, so 
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wird dieser Kreis conform auf den Kreis in der $S-Ebene um <= 0 als 
Mittelpunkt mit dem Radius 1 abgebildet, so dass dem Punkte x» = a der 
Punkt &=0, dem Punkte r=b der Punkt <=] entspricht. Dieses ze- 
schieht dureh die Substitution 


1—d | 
1—d' +4 
(1.) x = c+(b-e) = 
( 
- dert 
1—d = 
ed ' noir Ar n - : D . n $ 
d= d' der conjugirte Ausdruck zu d. Liegt der Punkt = x in 
I»— 


j , 1 a 
lem betrachteten Gebiete, so ist 2 = x, + ‚ zU setzen, wo 2, ein Punkt 


im Innern des Kreises ist, worauf die den Punkten z=a und 2=b ent- 
sprechenden Punkte # rücksichtlich der den übrigen singulären Punkten 
entsprechenden Punkte wieder die oben bezeichnete Lage in einem Gebiete 
im Endlichen haben. Bei der Substitution einer rationalen Funetion ersten 
Grades für die unabhängige Variable in einer homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung entspricht einem nichtsingulären Punkte der einen ein sol- 
cher der anderen, daher einem ausserwesentlich singulären Punkte der einen 
ein soleher der anderen. Also enthält die aus F, = 0 hervorgehende Diffe- 


rentialgleichung, welche von S abhängt, @,(y, &) = 0, wo 


FW 2) =( GE) GW 8) 
ist, in dem Kreise um S=0 als Mittelpunkt mit dem Radius I, die Peri- 
pherie einbegriffen, abgesehen von den Punkten <=0 und S=1 keine 
singulären Punkte. Aus einer Differentialgleichung, in welcher ein System 
bei einem Punkte z = x, normaler Differentialausdrücke (No. 9) gleich Null 
vesetzt ist, geht durch eine rationale Substitution ersten Grades, in welcher 
dem Punkte #= x, der Punkt 5$=$, entspricht, eine Differentialgleichung 
mit einem Systeme bei S= S$, normaler Differentialausdrücke hervor. (Vol. 
Abh. Bd. 87, p. 234). Also bestehen (No. 13, IID) die Entwickelungen der 
Integrale von G„(y, 5) = unter der Form, die No. 13, (16.) entspricht, bei 
<=0 in dem Kreise mit dem Radius 1. bei ©&=1 in dem Bezirke dieses 
Punktes. Ein Integral bei <=0 sei durch y.,. ein System linearunabhän- 
siger Integrale bei <=1 durch y, (a=1,...m) bezeichnet, so erhält man 
(2.) Ya = CuYyut+t OeYyır- ac, 

wo die C Constante sind. Aus dieser Gleiehung ergiebt sieh dureh 
‚m—1)-malige Differentiation: 
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dey, x 5 d' Y, & ( . d' Y, 0 + en $ C d' Yım (b — | 
. km er 


Os, - = %a er, I 2 Ei un 
rs d& . d& de d& 





Das Gleichungssystem (2), (3.) wird nach den Gonstanten C aufgelöst. 
Diese ergeben sich nun vermittelst der Entwickelungen der Integrale bei 
s=-0 und <=1 in einem nichtsingulären Punkte in dem Gebiete, welches 
den Bezirken von <=0 und $S= 1 gemeinschaftlich ist, ausgedrückt. (Ablı 
dy,; ax d” Yyım 


de d&"-1 
nicht in einem niehtsingulären Punkte (No. 14, (4.)). Diese Differential- 
ddeterminante D’ des Systemes der von & abhängenden Integrale y,, (a=1,...m 


Bd. 53, No. 5.) Die Determinante I+y,, verschwindet 


erhält man aus der Difterentialdeterminante D derselben von x abhängenden 
Integrale durch die Relation 


m(m—1) 


dx 2 
4) D=( 7 ) D 
(Abh. Bd. 87, No.5, (10), D wird in No. 21 bestimmt. 

Dieselben Betrachtungen bleiben, wenn einer der Punkte 2 = a. 
x =b, oder wenn jeder derselben nichtsingulär ist, und die Integrale bei 
dem einen durch die bei dem anderen ausgedrückt werden sollen. 

Wenn F,@, x) =0 die Integrale einer homogenen linearen Ditte- 
rentialgleichung Z'e Ordnung mit rationalen Coeffieienten F,(y, x) =0 ent- 
hält, deren Integrale bei e=a undz==b als solche von F,„=0 aufgestellt 
sind, und nun die Integrale bei e=a durch die bei x = b ausgedrückt wer- 
den sollen, so tritt dieselbe Substitution ein; die Ausdrücke der Constanten. 
die aus dem Gleichungssysteme (2.), (3.) für m = L hervorgehen, werden in 
einem nichtsingulären Punkte von 7, =0 angenommen. (Vel. I). 

B). a) Um die Entwickelung der Integrale von G,(y, &) = 0 bei s= 
und S=1 aus den Ausdrücken der Integrale von F,y,z)=0 bei r=a 


m \ 
und x = b herzuleiten, ist in die Ausdrücke der Integrale bei einem Punkte 





2 =, im Endlichen gemäss A) eine rationale Funetion ersten Grades = R( 


einzusetzen, bei der dem Punkte == r, der Punkt = &, im Endlichen ent- 


. ° ° 7 ® 1 
spricht (wenn die Integrale bei = x als Functionen von —- dargestellt 


i | r 
sind, so ist — = f#, t= (Ri), u=0 zu setzen )) 


f (2— L, 


l + 2 (2. LT, 
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Ein Integral bei e=x, hat den Ausdruck No. 13, (16.) (wo z—.r, an 
Stelle von z—a steht), in welchem die Grössen g dureh Summen von be- 
stimmten Integralen in einem Kreisringe um z2= x, als Mittelpunkt nach 
No. 16 dargestellt sind. Man kann diesen Kreisring in einem Kreise um 


.— x. annehmen. in welchem Mod (zz, 1 ist. Nun ist 
zZ () q\ 

’EN 4 ,/,, \\/ FE * chen 

(6.) ( l + p A —XTı, )( 1 =. Ss ) - 1 . 


Daher ist das diesem Kreise entsprechende Gebiet von & ein endliches. 
welches von einem Kreise, in dem $, liegt, begrenzt wird. Setzt man nun 
in den Ausdruck des Integrales No. 13, (16.) für 2— x, die Grösse (D. 
ein, so ergiebt sich ein Ausdruck der Form No. 13, (16.), der von 5—$, ab- 
hängt, in welchem der Factor von (log(S—5,))" dureh (S-S,)""P,(S—S 
bezeichnet sei. #,(£—$,) ist dann dargestellt durch eine Summe von be- 
stimmten Integralen (No. 16), in denen statt @—r, die Grösse (d.) zu setzen 
ist, dieselben multiplieirt mit Constanten, (1—g(S-$5,)) *'” und Potenzen 


von loe(1—g(—$,)). Den Coeffieienten einer Potenz von &—-$&, in der Ent- 
be) \ 


wiekelung von #,(s—S,) erhält man nach No. 17 durch ein bestimmtes Inte- 


oral nach $ genommen. Dasselbe kann man über einen Kreis erstreeken. 
der einem Kreise um z# =, als Mittelpunkt in dem angenommenen Kreis- 
ringe entspricht und alsdann wieder auf eine Integration nach x zurückführen. 
Man erhält nun unter Anwendung von No. 17 den gesuchten Coeftieienten 
durch eine einfach unendliche Reihe ganzer rationaler Ausdrücke gerrebener 
Constanten dargestellt, und kann den Werth dieses Coefficienten mit vorge- 
schriebener Annäherung nach No. 18 berechnen. Nachdem man in der 
Differentialgleichung, welcher das von x abhängende Integral genügt. die 
Substitution (5.) vorgenommen hat. leitet man aus dieser Differentialgleichung 
nach No. 15, II B), III A) eine solche her, aus welcher sich eine Reeur- 
sionsformel für die Coeffiecienten in PD, ergiebt, so dass man nur eine end- 
liche Anzahl derselben zu bestimmen braucht (Abh. Bd. 95, No. 4. Ila 
b) Bei Anwendung einer rationalen Substitution ersten Grades blei- 
ben in entsprechenden Punkten der charakteristische Index und die Expo- 
nentengleichung ungeändert und sind überhaupt die den entsprechenden fun- 
damentalen determinirenden Factoren zugehörigen Exponentengleichungen 
No. 3, IID) dieselben. Der charakteristische Index in F,(y, a) =0 bei «, 
sei gleich Null, so ist dieses auch in @,(y,&)= 0 bei &, der Fall. Dann 
kann man in die Ausdrücke der Integrale unter der Form No. 13, (14.) für 


syo)% 
99" 
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x2—x, die Substitution (5.) einführen und die Integrale auch dureh andere 
Integrale von @,y,S)= 0 bei = 5, ausdrücken, wobei die Constanten in 
diesen Ausdrücken rationale Functionen gegebener Constanten werden (Abh 
Bd. 87, No. 2,)). 

C) Bei den Punkten ze=a und z=b seien die Integrale von 
F,„=0 (für die Differentialgleichung 7,(y, 2) =0 in A) gelten dieselben Be- 
hauptungen) regulär, so ist dieses auch in @,Y, = der Fall. Die Aus- 
drücke für die Grössen C,, (2) kann man alsdann redueiren (vgl. die Ab- 
handlung des Herrn Fuchs Bd. 75, p. 211, 212). In der Abhandlung des 
Verfassers Bd. 87, No.3, 4, 10 ist diesen Ausdrücken die allgemeine Form 


gegeben C,= lm B.(S), wo %,,(5) eine Potenzreihe von 5 mit positiven 
= 


ganzzahligen Exponenten, welche innerhalb des Kreises mit dem Radius 1 
eonvergirt, und wo die durch %,,(5) dargestellte Funetion noch in einem 
Gebiete, welches <=1 nicht enthält, über die Peripherie dieses Kreises 
hinaus einwerthig und stetig bleibt, während von B,(S)—C,, nachgewiesen 
ist, dass diese Funetion bei S=1 die Form der Entwiekelung eines regu- 
lären Integrales hat, in welcher die reellen Theile der Exponenten von 
s—1 grösser als Null sind. Auf Grund dieser Eigenschaften von B,,(E) ist 
(1. e.) bewiesen, dass B,,(S) noch für $=1 ceonvergirt und C,, darstellt. Zum 
Zwecke des Beweises ist den Gliedern der Reihe %,,(S) die Form der Inte- 
grale in der Fourierschen Reihe gegeben, in denselben der Uebergang auf 
den Kreis mit dem Radius 1 vollzogen und gezeigt, dass diese Reihe für 
<= 1 eonvergirt und C,, darstellt. Bei dieser Betrachtung kommt auch der 
Fall vor, dass die darzustellende Function (6) bei 9=0 und 27 unenl- 
lich viele Maxima und Minima hat, wobei die Untersuchung auf den 
Nachweis, dass 

| *Const, do 

7.) lim / Mod (g()—y (0)) 


dr, sind 
einen endlichen Werth hat, gestützt ist. (Vgl. Abh. Bd. 87, No.9: Bd. 91. 
p. 545: Bd.95, No. 8.) Die Differentialgleichung der hypergeometrischen 
reihe ist als Beispiel des Verfahrens genommen. (Abh. Bd. 87, No. 8.) 
II. Die Berechnung der Gonstanten C,, (2.) mit vorgeschriebene: 
Annäherung geschieht unter Anwendung von No. 18 in folgender Weise. 


Zunächst werden in einem Kreisringe um ze =a die Werthe der Integrale 


von F,(y, x) = (bezüglich #,(y, ©) = ®) und ihrer (m—1) ersten Ableitungen 
in einem nichtsingulären Punkte x, gemäss No. 18 berechnet. Diese Inte- 
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grale werden durch ein System bei x, entwickelter Integrale y, (a=1.... m 
ausgedrückt, bei denen 

er d'y, 2 
Yı — R Ya Br (), | | 
de’! I. dx | ff 


1 


(8, 


ist und umgekehrt. Entsprechend in Bezug auf die Integrale bei r =b in 
einem nichtsingulären Punkte ©. Dann ist das bei x, entwickelte System 
regulärer Integrale durch das bei z, entwickelte auszudrücken, und es sind 
die Constanten in diesen Ausdrücken zu berechnen. Man kann nun wegen 


der Voraussetzung über die Lage der Punkte a und 5b den Punkten x, und 


x, eine solche Lage geben, dass, wenn man die Substitution (1.) bei (z,, x; 
statt a, b) angewendet hat, der Kreis um <= 0 mit dem Radius 1 keinen 
singulären Punkt enthält, daher die Entwiekelungen bei s=0 noch über 
den Kreis mit dem kadius 1 hinaus convergiren. Letzteres gilt auch in 
Bezug auf die Integrale von #,(y, x) =; die Differentialgleichung, welche 
aus #,=U durch Anwendung der Substitution (1.) hervorgeht, enthält als- 
dann in dem Kreise um <=0 mit dem Radius 1 höchstens ausserwesentlich 
singuläre Punkte. Die Werthbereehnung dieser Integrale und ihrer Ab- 
leitungen in dem Punkte <=1 wird nun immer mittelst der Differential- 
eleichung F,(y, ©) = 0, nachdem in F,„= 0 diese Substitution eingeführt ist, 
weil alsdann in dem Kreise um S=0 mit dem Radius 1 kein singulärer 
Punkt vorkommt, nach No. 15, II vollzogen. (Abh. Bd. 91, No. 4, III 5)). 

Ill. Um nun die allgemeine Fortsetzung eines Integrales von F, = 0 
auf vorgeschriebenem Wege von einem Punkte zu einem anderen zu voll- 
ziehen, wird dureh die singulären Punkte eine in sich zurücklaufende. sich 
selbst nieht schneidende Linie gezogen. Innerhalb jedes der beiden durch 
diese Linie begrenzten (xebiete verlaufen die Integrale einwerthig und stetig. 
Die Entwiekelungen der Integrale bei jedem singwlären Punkte werden in 
einem dieser Gebiete angenommen. Alsdann wird in diesem Gebiete der 
Uebergang der Integrale von einem singulären Punkte zum nächstfolgenden 
vorgenommen und das Uonstantensystem aufgestellt, dessen Substitution auf 
das Integralsystem bei diesem Punkte anzuwenden ist, um das Resultat des 
Ueberganges auszudrücken. Dieses geschieht nach I. Zunächst wird der 
"all betrachtet, wenn die beiden Punkte in dem von einem Kreise be- 
srenzten Gebiete liegen, ausserhalb welches die übrigen singulären Punkte 
von F,=0 sich finden. Haben die beiden Punkte diese Lawe nicht, so 


m em) 


werden noch zwischenliegende nichtsinguläre Punkte hinzugenommen, so 
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dass nun je zwei auf einander folgende der bezeichneten Punkte die ange- 
vebene Lage haben. Durch Zusammensetzung von Substitutionen erhält 
man dann die gesuchte Substitution von Constanten. Sind z+1 singuläre 
Punkte a, vorhanden, so werde die Substitution der Constanten, durel 
welche der Uebergang von a, zu a,,, vollzogen wird, dureh A, bezeichnet. 
und die Substitution bei dem Uebergang in umgekehrter Riehtung dureh 
A, wo dann A, die inverse Substitution von A, ist. Es werde die in No. 1% 
aufgestellte Substitution der Constanten für den Umgang um a, in positive 
Riehtung durch B,. in entgegengesetzter Richtung durch B/ bezeichnet, wo 


DB; die inverse Substitution von B, ist. (Bei e=wx geht der positive Un 


B 
ang in der Richtung von +1 nach —i.) Der Uebergang von einem nich: 
singulären Punkte zu einem singulären oder umgekehrt geschieht nach 
Die Darstellung des Resultates der Fortsetzung eines Integrales auf vorge- 
schriebenem Wege redueirt sich nun auf eine Zusammensetzung von >ub- 
stitutionen A, A, B. b und Anwendung der erhaltenen Substitution au! 
das bei einem singulären Punkte entwickelte Integralsystem. (Abh. Bd. s7. 
N0.6; vgl. Bd. 91, p. 345.) 

Wird durch DB die Determinante der Substitution B bezeichnet, so 
erhält man, wenn man eine Fortsetzung in dem zweiten der beiden Gebiete 
der Ebene bis zu dem ursprünglichen Punkte zurück vornimmt, alsdann die 
Determinante der erhaltenen Substitution ausdrückt, DB, DB.,...DB,,,=1. Hier- 
aus folgt (unter Anwendung von No. 13, II, III), dass die Summe der Wurzeln 


en (N0.3:N0.4, II) eine ganze 


b 


sämmtlicher fundamentalen Exponentengleichung 
Zahl ist (vgl. Abh. Bd. 57, No. 6, a), b)). Bei einer Difterentialgleichung ınii 
regulärem Differentialausdrucke wird die Summe der Wurzeln der Expo- 
nentengleichungen bei 2 singulären Punkten im Endlichen und dem singu 


: («—i)m(m— | 
oleich . 


lären oder nichtsingulären Punkte im Unendlichen g = 
s. die Abh. des Hermm Fuchs Bd. 66 dieses Journals p. 145, 147). Vgl 
hierbei Aiemann: Beiträge zur Theorie der durch die Gausssche Reihe 


‚„c) darstellbaren Funetionen II. 


21. 


\ufstellune der linearunabhäneigen Inteerale bei den sineulären Punkten. Der eonstante Factor in 


Differentialdeterminante. 





l. Der Differentialausdruck F,(y. x) bestehe nur aus einem normalen 
canonischen Bestandtheile (No. 10; 12, I), so kommt man, um ein System 
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> 


linearunabhängiger Integrale von F,= 0 bei einem singulären Punkte aut- 
zustellen, nach No. 12, I darauf zurück. die Integrale von Ditterentialelei 
ehungen mit reoulären Ditterentialausdrücken anzueeben. Die Interrale einer 
solehen Diftferentialgleichung ?=0 werden gemäss No. 13, (4). (14) darge 
stell. Die Grössen z in No. 13, (14.) werden nach No. 15, III B) vollständig 
auseredrückt. Die Werthbereehnung dieser Grössen ertolgt nach No.18. IL. 
Die Constanten in den linearen Verbindungen der Integrale bei dem Um- 
sange um einen singulären Punkt ergeben sich nach No. 19, (3.), bei dem 
Uebergange von einem singulären Punkte von F,=0 zu einem anderen 
nach No. 20, I ©), III, wobei der eonstante Factor in der Ditferentialdeter- 
minante der Integrale von ?=0 No. 14, (4) aus No. 14, (S.), oder direet 
aus der Determinantenformel No. 14, (2.) selbst hervorgeht. Bei den Be- 
trachtungen No. 20, 1 C), III kommt von der Differentialdeterminante D mw 
der eonstante Factor in Anwendung. bei den Werthbereehnungen No. 20, Il 
ist der Werth von D’' in einem nichtsingulären Punkte bei ze=a zu be- 


rechnen, wozu, wenn p,(2-a) ,„_„=R in No. 14, (4) ist, die Grösse z 


s lz R . s 
vermittelst - (pı-— ) — (0 nach No.18, Il berechnet wird. 


de xc—d 
Il. Der Differentialausdruck F,(y, x) bestehe aus dem System 
mehrerer normaler eanonischer Bestandtheile (No. 10: 12. IT 


1) Foaz)=4y, Fays#2)=Y4, --. Fo, ® 


Von der Differentialgleichung, in welcher ein soleher eanoniseher Bestand- 
theil gleich Null gesetzt ist, sind die Hauptunterdifferentialgleichungen 
bekannt. 

A). a) Bei dem rt! eanonischen Bestandtheile werden die Ditferen- 
ualgleichungen aufgestellt, welehe die Integrale derjenigen Hauptunterdiffe- 
rentialgleichungen vereinigt enthalten, in denen der zu z=a gehörende 
determinirende Factor (No. 9) ein und derselbe ist. Die hierdurch entstehen- 
den Difterentialgleichungen seien 


es „= u=6 ... A =0. 


Die Ditferentialausdrücke F, (a=1,...%,) sind bei ze=a normale Differen- 
tialausdrücke mit von einander verschiedenen zu 2=a zehörenden deter- 
winirenden Faetoren (No.8, II C, a)). Die Difierentialgleichung F 0) sei 
von der Ordnung «,,, die Integrale derselben werden gemäss No. 13, (2. 


bis (7.) aufgestellt und seien durch 
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(3.) ul (da(u®) um. Ku) 19 dz = Sl” 


bezeichnet. Die Integrationsconstanten werden annullirt. Die Differential- 
sleichung, welche die Integrale von Fı=0, F»,=0 bis Fan = 0 ver- 
einigt enthält, sei @,.., = 0. Der determinirende Factor bei e=a in F 
sei e’*, so ist der charakteristische Index in e "@,a_n(e"'y. )=0 gleich 
der Ordnung dieser Differentialgleichung: das Anfangsglied in der Entwicke- 
lung des Coeffieienten von y in derselben sei K(r-a)”. Es werden nun 
die Integrale von @,._, =0 und F,=0 in einer Differentialgleichung ver- 
einigt, welche die Form erhält 
(4.) Gay), Pay 8) = 0. 
Wird 
&) unit, Nr 
gesetzt, so sind die Grössen TY” die «,, Integrale von g.=0. Dieselben 
erhalten die Form 
(6.) er (dry f.. Sad) aD )de, 


. 4 .. 7 . Y Wrar/ If b—+1l „. \y Fr 
wo die Grössen 7, die Form e"(z—a)'‘ Sh,(2—a)' haben, 4 


| 
aus dem Exponenten r,—b+1 in uf durch Addition von —s hervorgeht. 
ku [ud e "(za)" ]),_, K ist. Dieses ergiebt sich durch suecessive 
Anwendung von No. 2, (9.), Ila). (Abh. Bd. 95, p. 71). Nun liefert die 
Differentialgleichung e "g,(e"y, x) — 0 eindeutig die Coeffiecienten k in 
den r, und die Grössen 7 werden vollständig nach No. 14, No. 15. III B 
dargestellt. Wenn in den Integralen (6.) Constanten bei den Integrationen 
zugefügt werden, so erhält man wieder Integrale von g,,=0, also auch 
wenn bei der Integration das eonstante Glied der Entwiekelung annullirt 
wird. Die Ordnung des r!®" canonischen Bestandtheiles F,, ‘sei durch 7 
bezeichnet. Die Integrale von F,,=0 sind nun in der Formel enthalten 


(IN —1 RE ö 
(d.) 1. /de r N IR y7,,da 


:: ra) 
" T, “ 
0) 


‚> aus (6.), = u, (3). Es wird dann der Integralausdruck gebildet 


ufdeu, uf. N Sun u,de (n=1,...ß,+... +9 
welehem 
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10.) u=7r,8 (8), n= 5 PHI. 4 re 
Als System von m linearunabhängigen Integralen von F, = 0 bei 2= a wir 


nun folgendes aufgestellt 


u, fd, uf... (dr un, u ax Ss, I 
11. en a 





wobei die Integrationsconstanten annullirt werden. Dass diese Integral: 
linearunabhängig sind, ergiebt sich daraus. dass dieselben in dem Ausdruck: 
9.) enthalten sind, in welchem die Integrationsconstanten diejenigen aus 
Formel (7.), welche $SY” ausdrückt, sind. (Abh. Bd. 95, No.5, Il a). 

b) Die Dittferentialdeterminante der Integrale (11.) ergiebt sich aus (9. 


(12. D Bin ne 


or ıN\ 


vemäss No. 14, (3.), (8.). da diese Formel besteht, welche Constanten auel 


bei den Integrationen zugefügt sein mögen. Zugleich ist nach No. 14, 4. 


— (pda | 2r—a\ z—a N\* 
15 D #* : c(z—-a)*e (1- (1 ee 
r \ ir N (dl, (1 / 
wo V gleich Null oder von der Form Ne ‚(r-a Ist, die Factoren 
/ L d i . . re ° o_ . . 
\1- ) , in denen die Grössen a, (d=1....2—1) die übrieen singu- 
, di d / b 


lären Punkte von F,=0 im Endlichen sind. für z= a den Werth 1 er- 
halten, U(xz) eine rationale Funetion, die für e= a nieht unendlich wird, 
c ein constanter Factor ist. Dieser eonstante Faetor e ergiebt sich nun 


« < 


stanten. (Abh. Bd. 95, No.5, 11 5).) Wird die Grösse (r-a)"e' in (13. 


aus (12,). derselbe wird demnach eine rationale Funetion eeeebener Üon- 
\ 7 ) 


bei dem singulären Punkte «, (b=1,...2) durch (r—a,) 'e' bezeichnet 
dieselbe geht aus (12.) hervor), so ist, wenn —p, in Partialbrüche zerlegt 
u ® ea. R . dlos | : 
wird, der gebrochene rationale Theil gleich ir Jlz-a)e'. Hieraus er- 
- ra 


giebt sich der Ausdruck für D und derjenige für D 


B). Esseiz=t7, F„(W,s) = (-P)"F,(@.0. Fo X PIE yl. 
UKBo+t--+P Bo ‚(Bot +P.—ı) Mz oe 
Zus a y,D = Fi,(y.M), so gehen die Hauptunterditte- 
ventialgleichungen von F,Yy.) =V aus denen von F.,(y. x) =0, wenn 


v = {"' gesetzt wird, hervor, die Hauptunterdifferentialgleichungen von 
Journal für Mathematik Bd. XUVI. Heft >. 34 
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FD =0 aus denen von F.,(y,) =, nachdem yE 7» statt y ei 
vesetzt ist. Aus (1.) ergiebt sich als eanonische Form von F (y.f 
gesetzt Ist. Aus (1.) ergiebt sich als eanonische Form von F),(y.t 

/ N nl / N ar ' nll / ' \ 2 r ni / ) \ 

(14.) Fon; )=Yı, Folyı,t) wo SEE Foy(yı 3 d)- 
Vol. Abh. Bd. 95, No. 5, IV). Vermittelst derselben werden nach 4A) (li: 
Integrale von F,y,.D=0O beit=0 aufgestellt. In die Entwickelungen deı 


selben (s. No. 22) ist dann für £ wieder „ einzusetzen, wodurch man di 


Integrale von F,=0 bei z=* erhält (vel. No. 13, II). 


22. 


sl in der vorieen Nummer aufgestellten Inteerale. System: 


IIOL II 


lie den Gruppenexponenten «es letzten Bestandtheiles einstellie 


I. Die Integrale (11.) der vorigen Nummer sind Systeme normal: 


Klementarintegrale (No. 3, D. In einem Systeme normaler Elementarint: 


tt his 4 
[2,3 u,/deu; a Br: Fi u,de 
\ Pr ı = i j J 


in der heihe der dem «u, vorhergehenden Bestandtheile «,_,, « 
zuerst in «,_. ein determinirender Faetor auf, der verschieden von dem 
ce, Ist. Wenn nun der Exponent in «, sich von dem Exponenten in ein 
der Grössen 4, y_ cs... A, nieht um eine ganze Zahl unterscheidet, ode 
wenn überhaupt ein von dem determinirenden Factor in «, verschieden 
determinirender Faetor in den Grössen ı,_, bis «u, nicht vorkommt. so wer: 


sesaet, das Svstem normaler Elementarinteerale (1.) enthalte den Gruppe: 
N k 5 ‘ Pl 


/ 
Pr 


erponenten des letzten Bestandtheiles einstellig, ım anderen Falle daveoeı 


= 


1 RE | / r ® 1 ‚er \ ve % er ne‘ 1) 2 1; I 
das >DVvsiem 1. enthalte dell Gruppenexponenten (CS letzten Bestandtheil: 


mehrstellig. Unter einem Gruppenexponenten o ist hier jede beliebige Grös: 

erstanden, die sich von einem Exponenten o nur um eine ganze Zal 
unterscheidet. Diese Definition gilt auch bei einem System normaler Elemen 
tarditferentialausdrücke (No. 3, D. Die entsprechende Definition gilt für ei 
System bei einem Punkte normaler Differentialausdrücke (No. 9), nachden 
dlasselbe die Form erhalten hat, dass die zuletzt stehenden Bestandtheile 
welche denselben determinirenden Factor bei diesem Punkte haben, zu einen: 
Bestandtheile zusammengezogen sind. Alsdann kann man jede Wurzel 
der Exponentengleichung, die zu dem determinirenden Factor bei diesem 
Punkte in dem letzten Bestandtheile gehört, zu einem Gruppenexponenten 
des letzten Bestandtheiles nehmen. (Abh. Bd. 95, No. 5, III a)). 
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A). Ein System normaler Elementarintegrale aus No. 21. (11.) ent 
halte den Gruppenexponenten des letzten Bestandtheiles einstellig. 

a) Dieses System wird dann entweder in den Ausdruck e‘U gemäss 
No. 13, (13.) übergeführt, wobei die Entwickelung von U No. 13, (14.) nach 
No. 14 und No. 15, III B) vollständig dargestellt wird, oder das System wird 
„uf das Integral No. 15, (15.) zurückgeführt. Die Entwiekelung No. 13. 
16.) dieses Integrales wird dann unter Anwendung von No. 16, (6.) nach 
No. 17 dargestellt. Die höchste Potenz von log(r—a) mit nicht verschwin- 
lendem Faetor, welche in U No. 15. (14) vorhanden ist, bleibt zemäss 
No. 13, (11.) mit dieser Eigenschaft in der Entwiekelung des Integrales 
No. 13. (15.). Die Entwickelung gilt in dem Bezirke von r=a beifF, =V 
nach No. 13, II. 

b) Der Umgang um r=a sei in diesem Integrale No. 21. (11.) bei 
r—=r, vorzunehmen. Es ergiebt sich als Iesultat der Ausdruck No. 13, (19. 
in welchem »y = 0, daher die Constanten e, = « C 0 sind. Die 
Constanten e, bis e,_, gehen aus No. 19, (3.) hervor. Unter den Integralen 
Y:,-ı DIS 9,4, in No. 13, (19.) können solche aus No. 21, (9.) sein, bei 
denen alsdann die Integrationsconstanten annnllirt sind. Diese Integrale sind 
nun noch durch solche aus No. 21, (11.) auszudrücken. Dieses kommt nach 
der über das betrachtete System normaler Elementarintegrale aus No. 21, (11. 
semachten Voraussetzung darauf hinaus, Systeme No. 21,(7.) fürr <r,. in denen 
die Integrationsconstanten annullirt sind, die denselben Gruppenexponenten 
des letzten Bestandtheiles einstellig enthalten. bei / N 0 -+b dureh die 
Integrale SU No. 21. (3.) von derselben Eigenschaft auszudrücken. Man 
kann zu dem Zwecke zunächst diese Integrale $S/ dureh jene Integral- 
systeme No. 21, (7.) ausdrücken und alsdann das Gleichungssvstem ein 
deutig umkehren. Es wird die Grösse No. 21. (5.) links dureh die Integral: 
\0. 21, (6.), in denen die Integrationsconstanten annullirt sind, ausgedrückt. 
nachdem mit e "* multiplieirt ist, nach dem Verfahren No. 20, I BR, 5b). wobei 
nur die Integrale eingehen, die denselben Gruppenexponenten (des letzten 
Bestandtheiles enthalten. Die erhaltenen Constanten sind die Coetfieienten 
in denjenigen Integralsystemen No. 21, (7.), die der Voraussetzung gemäss 
in den gesuchten Ausdruck eingehen können. Der letzte dieser Coeffieienten 


vegebener 


+ -, 


ist gleich 1, die vorhergehenden werden rationale Funetionen 
Constanten. (Vgl. Abh. Bd. 95. No.5. III b)). 
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c) In folgenden Fällen enthält jedes System normaler Elementa 
integrale No. 21, (11.) den Gruppenexponenten des letzten Bestandtheile- 
einstellig: erstens wenn eine Wurzel der zu dem determinirenden Faecto 
bei z= a gehörenden Exponentengleichungen in den Hauptunterdifferential 
sleichungen des einen eanonischen Bestandtheiles sich von den Wurzel) 
solcher Exponentengleichungen bei einem anderen eanonischen Bestandtheil 
nicht um eine ganze Zahl unterscheidet (No. 8, II C, a)); zweitens wenn dies: 
Bedingung dahin abgeändert ist, dass, falls in den Differentialgleiechunge: 
F,=0 und F,.y=0 in No. 21, (2.) die determinirenden Faetoren bei 


r» = a übereinstimmen, Wurzeln der zugehörenden Exponentengleichung i) 


F, =0 sieh von Wurzeln der zugehörenden Exponentengleiehung in 
I 


“in = um ganze Zahlen unterscheiden dürfen; ebenso, falls F 
gleich dem eanonischen Bestandtheile F,., ist, bei A, =, F,.,n =0 um 
F,,.ı=0 usw. (Abh. Bd. 95, III c)). 

bB). Ein System normaler Elementarintegrale aus No. 21, (11.) en! 
halte den Gruppenexponenten des letzten Bestandtheiles mehrstellig. 

a) Dieses System wird dann auf das Integral No. 13, (15.) zurück 
geführt, dessen Entwickelung No. 13, (16.) ist. Zur Darstellung derselben 
kommen nun die Formeln No. 16, (6.) und (17.) zur Anwendung, aus 
welchen sich die Entwiekelung nach No. 17 ergiebt. Dieselbe gilt in dem 
Bezirke von z=a bei F„=0 nach No. 13, II. Die höchste Potenz des 
lo@(z—a) mit nieht verschwindendem Factor, welche in U No. 15, (14.) siel 
findet, ist gleich oder niedriger als die höchste Potenz des log(zr—a) mi 
nicht verschwindendem Faetor in der Entwiekelung No.135, (16.), wie sieh 
durch Division mit den «@ No. 13, (15.) und Differentiation ergiebt. D. 
man die Coeffieienten in der Entwickeiung der Grössen g No. 13, (16.) mi 
& berechnen kann, so kann man, falls ein solche 


oO 


beliebiger Annäherun 
('oeffieient nieht verschwindet. dieses nachweisen. Damit der Factor eine 


dm 


Potenz von log(#—a) nicht verschwindet, ist gemäss der homogenen Iie- 
eursionstormel (No. 15, III A)) für die Coeffieienten in der Entwickelung 
dieses Factors zu zeigen, «dass ein Coetficient aus einer endlichen Anzahl 
derselben nicht verschwindet. (Abh. Bd. 95, No.5, III d)). 

Man kann aber auch, um eine Gruppe Integrale von F, 
in deren Entwiekelungen die Exponenten von z—a sich von einer Grösse 
o nur um ganze Zahlen unterscheiden, darauf hin zu untersuchen, wel- 


ches die höchste Potenz des log(r—a) mit nieht verschwindendem Faecto! 
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in dieser Gruppe ist, namentlich ob diese Gruppe von Logarithmen frei ist. 
zusehen, ob sich aus F,=0 eine Gruppe gleieh vieler Integrale herleiten 
lässt. die durch Systeme normaler Elementarintegrale ausgedrückt sind 
welehe denselben Gruppenexponenten o des letzten Bestandtheiles einstellig 
enthalten. Aus diesen Ausdrücken ergiebt sich dann nach A, «). welches 
die höchste Potenz des Logarithmus mit nicht verschwindendem Factor ist. 
Um diese Systeme aufzusuchen, dienen folgende Betrachtungen. 

In einem Systeme bei x = a normaler Differentialausdrüche, welches 
einen Gruppenexponenten o des letzten Bestandtheiles einstellig enthält, sei 
der determinirende Factor bei r=a des letzten Bestandtheiles der zu % 
gehörige determinirende Factor genannt. Systeme bei x = a normaler Pitt 
entialausdrücke, die einen Gruppenexponenten o des letzten Bestandtheile: 
einstellig mit unter einander verschiedenen zugehörigen determinirende: 
Kactoren enthalten, liefern gleich Null gesetzt Differentialgleiehungen, dereı 
Integrale mit dem Gruppenerponenten o (als Exponenten von z—a in den 
Entwiekelungen) unter einander linearunabhängig sind (No.9, II DB, a 
Wenn es mehrere Systeme bei z# = «a normaler Differentialausdrücke „ieh! 
welche einen Gruppenexponenten go des letzten Bestandtheiles einstellig mit 
demselben zugehörigen determinirenden Factor enthalten, und welche gleich 
Null gesetzt Differentialgleichungen liefern, deren Integrale F () erfüllen. 
o giebt es auch ein System 7 mit denselben Eigenschaften, welches „leieh 
Nuil gesetzt eine Differentialgleichung ergiebt, in der alle Interrale mit 
dem Gruppenexponenten 9 aus solchen Diftferentialgleichungen enthalten 
sind (No. 9, II B, b)). Es können aus diesen Differentialgleichungen höch- 
stens so viele Integrale mit dem Gruppenexponenten o hervorgehen, als in 
einer Darstellung von F, dureh ein System normaler Differentialausdrücke 
5estandtheile mit demselben determinirenden Faetor bei z=a in den zu- 
gehörigen Exponentengleichungen Wurzeln vorkommen, die sich von o m 
um ganze Zahlen unterscheiden (No. 8, II B, b 

Um ein System, welches das System 7 an der Spitze einer Dar 
stellune Y von F, vertritt, aufzusuchen, sei mittelst der eanonischen Form 
von F, folgendes System für F, aufgestellt 

u. Bee Bar) ei Fi, 
wo R, S, T Systeme normaler Differentialausdrücke sind. In den Expo- 
nentengleichungen, die zu den determinirenden Factoren bei r=a in den 


Bestandtheilen von AR gehören, soll eine Wurzel, die sich von o nur um 
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eine ganze Zahl unterscheidet, nieht enthalten sein. S enthalte alle die 
jenigen Bestandtheile des Systems mit dem betrachteten determinirende: 
Factor bei z = a, in deren zugehörigen Exponentengleichungen sich Wurzeln. 
die von o nur um eanze Zahlen verschieden sind, finden, ausserdem etw 
noch andere Bestandtheile, T die übrigen Bestandtheile. Dann giebt « 
(N0.8, HI B,b)) für S eine Darstellung S’, in der ein System normale 
Ditferentialausdrücke S, an der Spitze steht, welches den Gruppenexponenten ı 
einstellig mit dem betrachteten determinirenden Factor bei zr=.«a enthäli 
und so dass Ry,a)=y. S:(y,x)=0 so viele der gesuchten Integral: 
wie ?=( liefert. Um nun dieses System S, aus S herzuleiten, wenleı 
suecessive normale Bestandtheile eines Systemes für S abgesondert (ve 
mittelst der Hauptunterdifferentialgleichungen des ersten ecanonischen Bestanı 
theiles in der Darstellung der Differentialausdrücke unter canonischer Form 
deren Exponentengleichungen. welche zu den determinirenden Faetoren bei 
"= a gehören, eine Wurzel, die von o nur um eine ganze Zahl verschiede: 
ist, nicht enthalten. Dieses Verfahren wird fortgesetzt, bis man entwede 
aut emen bei x=—=.a normalen Differentialausdruck mit dem betrachtete: 
Jeterminirenden Factor stösst, dessen zugehörige Exponentengleichung Wu: 
zeln, die sich von e nur um ganze Zahlen unterscheiden, in erforderliche 


Anzahl enthält. oder bis man auf einen Differentialausdruck kommt. 


- 


Al 


dem sieh ein Bestandtheil. dessen zu dem determinirenden Factor bei 


vehörende Exponentengleiehung eine von e nur um eine ganze Zahl ve 
sehiedene Wurzel nicht enthält, nieht mehr absondern lässt. In letzteren 
Kalle ist (der übrig bleibende Ausdruck tritt wie S in einem Schema (2 
auf) zuzusehen. ob und welches System normaler Ausdrücke mit dem be 
trachteten determinirenden Factor bei x =«a von höchster Ordnung folgeı 
kann. Es kann nur ein einziges solches geben. (Abh. Bd. 91. No. 9, II e 
b) Bei dem Umgange um x = a in diesem Integrale für r = r, komm! 
ormel No. 13, (19) zur Anwendung, in welcher die Constanten dureh di: 
Ausdrücke No. 19, (3.), (4) bestimmt werden. Es sind dann noch gemäss 
dem in A. b) Gesagten Grössen S{” No. 21, (3.) für r<r, dureh Integrali 
No. 21. (7.), in welchen die Integrationsconstanten annullirt sind, auszudrücken. 
Dieses geschieht, indem suecessive durch die 7 dividirt, dann differentiirt und 
vor jeder Differentiation das constante Glied der Entwickelung bestimmi 
wird. Diese Constanten werden nach No. 17 durch bestimmte Integrale 
ausgedrückt und durch Reihen entwickelt, und werden nach No. 15 mit 
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beliebiger Annäherung berechnet. Die letzte Constante in jedem Ausdruck: 
wird gleich 1. (Abh. Bd. 95, No.5, III b)). 
c) Setzt man bei einem Umgange um z=a in Formel No. 15. 
3 19.) für y,,, ein Integral aus No. 21, (11.) fürr=r, ein und drückt y 
| his y, dureh die vorhergehenden Integrale aus No. 21, (11.), die denselbeı 
Gruppenexponenten des letzten Bestandtheiles enthalten. aus. so ereiebi 
sich, dass der höchste Exponent der Potenzen des log (r—a) (mit nicht 
schwindendem Factor) in y,,;, höchstens um eine Einheit den höchsten 
ixponenten dieser Potenzen in den vorhergehenden Integralen übertrift: 
Daraus folgt, wenn der höchste Exponent von log(xr—a) in den Integralen 
No.21., ER; für r<r, mit demselben (sruppenexponenten oleich 7 ist. und 
wenn in dem Ausdrucke 8" ın y , normale Elementarinteerale mit 


Jiesem Gruppenexponenten vorkommen, dass der höchste Exponent vo: 


loe(@e—a) in 9,,, höchstens gleich 7-+4 ist. 
ll. Um die Fortsetzung eines Integrales von F,=0 unter Anweı 


I’ 


dung der in No. 20 gegebenen Methoden auszudrücken, wird der Uebe: 

sang von einem singulären Punkte von F ) zu einem anderen singu 

lären Punkte dieser Differentialgleichung successive bei den Integralen 
Ditterentialgleichungen, die aus No, 21, (1.) hervorgehen. 


3. Fu(y, & Br rk Bi Felt; ix () 


a) (2) (<) 
vorgenommen. Die Integrale einer solchen Ditferentialgleiehung bei des 
sineulären Punkten von F 0 sind in den Formeln No. 21, (1l.) en 
halten (bei e= ft", t=0 werden sie mittelst No. 21. (14.) nach dem Schem 
No. 21, (11.) aufgestellt) und werden nach dem Vorhergehenden dargestelli 
Die Differentialdeterminante derselben wird. wie in No. 21. II A. b) anee 
veben ist, gebildet; hierbei sind die in (3.) neu hinzutretenden singuläh 
Punkte nach No. 11, Ill bekannt. Es werden nun die Methoden aus 


angewandt. um die Constanten in den linearen Verbindun®en der Inte: 


lıncar Harn n, ‚1 T- ! re‘ 7 In T ty 1 ya‘ Er, . \ no. ıı I’? 
ülesel Ditterentialgleicehungen bei «dem Uebereang ıı einem sinattiare 


S Punkte von F. V zu einem anderen zu erhalten. ie ın (3.) nen hinzn 
etenden singulären Punkte sind ausserwesentliche und kommen bei Aı 
wendung der Substitutionen aus No. 20, I und II nicht in Betracht. 

23, 

Entwiekelungen. die unendlich viele Potenzen mit negativen Expoı 

C l. Giebt man der Entwickelung No. 13, (16.) eines Systemes nor 

| maler EKlementarintegrale die Form e”(r—a) w(r), wo ww gleich Null oder 
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von der Form Fe ‚(z-a)”* sein soll. so muss. wenn w/{r) nur eine 
l a 


en 
liche Anzahl Potenzen von #—a mit negativen Exponenten enthält, e” oleie] 
dem determinirenden Factor e“ des letzten Bestandtheiles dieses Systen- 
sein, wie sich aus Formel No. 13, (15.) dureh Division mit den « und 
Difterentiation ergiebt. Ist Moda=0, so enthalten also die Grössen g ii 
No. 15, (16.) unendlich viele Potenzen mit negativen Exponenten. Wir 
w = u gesetzt, so ergiebt sich auf dieselbe Weise, dass w(@) eine unend 
liche Anzahl von solehen Potenzen enthält, sobald dieses in w,_,(@) in 


(1.) u, ae eiihe: fu; Ude = e'(r-a)w,_,(€ 
der Fall ist. welcher Ausdruck (1.) aus No. 13, (15.) entsteht. wenn 


io, /deu,'n,f... /[u,_,de weggelassen wird. 


Ausdrücke (1.), in denen w,(x) unendlich viele Potenzen mit nega 
tiven Exponenten enthält, kann man auf folgende Weise bilden. In «u, se 
der determinirende Faetor von e“ verschieden. (1.) sei auf die Form 


(2.) u, fd» u; . 


gebracht, bei V sei in der Grösse ıv, aus dem Ausdrucke e' (c-a)'w, (a) mu 
eine endliche Anzahl Potenzen von @—a mit negativen Exponenten enthalten. 
Wenn in «,'V die Exponenten von z—a ganzzahlig sind, so enthalte ıı 
ler Entwiekelung dieses Ausdruckes der Factor der höchsten Potenz voı 
log(z—a) das Glied (e—-a)”'. Dann ergiebt sich, dass in w, ,(@) in (1. 
unendlich viele Potenzen von e—a mit negativen Exponenten vorkommen 
Wenn in «,'V die Exponenten von z—a nicht ganzzahlig sind, so sei de 
“aetor der höchsten Potenz von log(r—a) in V gleich e(w—a)y(r 


n 
'4 


u ,=e(r—a) (a), u-e=w=3c_(r-a) ‘, (x) und x(x) von der Form 
l 


Ne,(@—a), wo Mody(a) = 0 und Mod y(a) - 0, e—-r=r, nicht ganzzahlıg 


Wird der Factor der höchsten Potenz von log(z-a) in (2.) auf die Form 


eva" w(e) gebracht, soll in @(x) nur eine endliche Zahl Potenzen von z—u 
mit negativen Exponenten vorkommen, so muss bei y(a)(z(e)) ' = olr-a 


N 


E z x z x m \ r I . / T 
3) fe"laz-a)"g(z-a)de = e"(a—a)"* Ek,(c-a)‘, Modk,> 0 


x 
U) 


sein, und es ergiebt sich durch Differentiation c=»+1. Sobald also ın 
der Entwiekelung von 
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4. e fe ra) o(r-a)dr 


ler Coeffieient einer Potenz (r-a)"*"*' für #7 <_n nieht verschwindet. eni 
hält &(e) unendlich viele Potenzen von @—a mit negativen ,xponenten 


Die Funetion (4) wird nach No. 16, (6.) dargestellt dureh 


©: 
I 
gute )a) ia sel gleich Ig ‚(r—a) ", o((z—-ae) eleich Ih. (x- a: 
Modh,-°0. Der Coefhieient von (a—a) in (D.) wird dann (No. 17 
vol. Abh. Bd. 95, No. 2 
h; - | 
b. - > g_,0 "doeh 
2 Pr hi l un‘ ee | J J 


Damit die Grösse (6.) für einen Werth 4#<Z» nieht verschwindet, kann maı 
es dureh passende Wahl von V und «, z.B. so einrichten. dass o(r—a 
eine geeignete ganze Funetion wird. 

Il. Wird die Entwickelung eines Systems normaler Klementaı 
integrale aus No. 21, (11.) auf die Form e'(z—-a)w(e) ge 
determinirende Factor, o der Exponent des letzten Bestandtheiles dieses 
Systems ist, so ergiebt sich, dass w(x) eine endliche Anzahl Potenzen voı 
2—a mit negativen Exponenten hat, wenn dieses System aus einer Haupt 


unterdifferentialgleichung von F 


ny=V hervorgeht, wo F.., der erste cano- 
nische Bestandtheil von F,(y. x) ist, oder überhaupt aus einer Differential- 
sleichung, in der ein bei x=a normaler Ditferentialausdruck gleich Null 
sesetzt ist. Um in anderen Fällen zu ersehen, ob w(z) unendlich viel 
Potenzen mit negativen Exponenten enthält, ist in folgender Weise zu ver- 
fahren. Nach No. 15 wird die Ditferentialeleichung mit rationalen Uoei 
fielenten aufgestellt, welcher die Faetoren der Potenzen von loo c—a) in 


[#7 


z—a)w(xz) genügen In der Exponentengleichung derselben bei .ır = a 
finden sieh Wurzeln, die sich von oe nur um ganze Zahlen unterscheiden. 
da die Differentialgleichung die Integrale von e "F,(e y. «x 0) enthält 
vol, No. 3, III (12.)): diejenige dieser Wurzeln. deren reeller Theil am 
kleinsten ist, sei 0. Wird dann in die Differentialgleichung (z—-a) y au 
Stelle von y eingesetzt, so enthält die Exponentengleichung derselben keine 
negativen ganzen Zahlen zu Wurzeln. Die Entwiekelung von (r—-a)"y(r 
wo z(x) der Factor einer Potenz von log(r—a) in v(x) ist. kann nun, wenn 
sie nur eine endliche Anzahl Potenzen von ı—a mit negativen Exponentei 
Mathematik Bd. XCVI. Heft 4. 35 
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enthalten soll, überhaupt keine enthalten. Bildet man daher aus der 
nannten Differentialgleichung die homogene heeursionsformel mit eonstanteı 
Anzahl der Glieder für die Coeffieienten in (e—-a)’”""y(x) (No. 15, HI A 

so ergiebt sich, damit in dieser Entwiekelung unendlich viele Potenzen mi 
negativen Exponenten vorkommen, als nothwendig und hinreichend, das- 


Ö- 


‚ 
© 


aus einer endlichen Anzahl von Coeffieienten mit negativen Stellenzeiger: 
wenigstens einer nicht verschwindet. Die beliebig angenäherte Berechnung 
dieser Coeffieienten geschieht nach No. 18. (Vgl. Abh. Bd. 95, No. 6. IN). 


Vierte Abtheilune. 


24. 
aleebraischen Aufeaben in der vorhergehenden Theorie. 

I. Im dieser "Theorie treten folgende algebraische Aufgaben au! 
Vol. Abh. Bd. 95, No. 7, 11). 

A). Es sind algebraische Gleichungen aufzulösen, «dieselben treten 
hei Aufstellung der eanonischen Form auf: 

a) 1. Solche, welche die singulären Punkte der vorgelegten Difte 
ventialgleichung F,(y, 2) =0 im Endlichen bestimmen. 


2. Solehe, welche Coetfieienten in den Exponenten der fundamen 


talen determinirenden Factoren (No. 3, III) bei den singulären Punkten be 
stimmen, Coeffieientengleichungen (No. 4, I A)). 

3. Die Exponentengleichungen, welehe zu den fundamentalen deter- 
minirenden Factoren bei den singulären Punkten gehören, fundamentale 
Iüxponentengleichungen (No. 3, III). Bei diesen müssen die Gruppen dei 
Wurzeln, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, aufgestellt werden 

Die Coeffieienten in diesen algebraischen Gleichungen sind rational: 
Ausdrücke (mit rationalen Zahleoeffieienten) von den Constanten in deı 
rationalen Coefficienten der Differentialgleichung, ausserdem bei den Glei 
ehungen 2. von Wurzeln der Gleichungen 1. und anderen Gleichungen 2 
ind bei den Gleichungen 3. von Wurzeln der Gleichungen 1. und 2. 

b) Ausnmahmsweise können bei der Absonderung eines reguläreı 
Bestandtheiles aus einem Differentialausdrueke in No. 11 gemäss dem Ver- 


tahren von No. 6 zunächst unbestimmte Constanten in dem Zähler der Coet- 
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feienten der Entwiekelung in endlicher Anzahl auftreten. die dureh di: 
iibrigen Bedingungen und daher durch algebraische Gleichungen mittelst 
Klimination zu bestimmen sind. 

Bei der Aufstellung des zweiten und der folgenden eanonisehen Bi 
standtheile sind die neu hinzutretenden singulären Punkte im Endliehen 
r 


ureh lineare Factoren eines Polynoms gegeben, von welchem im Allee 


meinen Theiler nach No. 11 bekannt werden: es können hierbei noch ale: 
hraische Gleichungen aufzulösen sein. 

Die Coetfieienten in diesen Gleichungen sind rationale Ausdrück« 
ler Constanten aus den Üoeffieienten der Differentialgleiehungen. von Win 
zeln der Gleichungen a) und von Wurzeln anderer Gleichungen b). 

c) Es ergiebt sich nach den Bemerkungen über die fundamentale 
(leterminirenden Factoren No. 4, I C), dass, wenn die singulären Punkte de 
Difterentialgleichung gegeben sind, es besonders auf die Auflösung de 
tundamentalen Exponentengleichungen ankommt. 

B). Es ist zu beurtheilen. ob „anze rationale Ausdrücke bereits 
ermittelter Constanten verschwinden. Diese Aufgabe kommt vor: 


a) bei Aufstellung der Gleichungen in A 


—— 


b) bei der Absonderung eines reenlären Bestandtheiles aus 
Ditterentialausdrucke gemäss No.6. No. 11: 

c) bei Reduetion rationaler Funetionen auf die einfachste Form. be 
sonders nach Anwendung von No. 7. I in No. 11, No. 21. 114 

d) bei der Ermittelung der Wurzeln der Exponentengleichungen. die 
sich von bekannten Wurzeln der fundamentalen Exponentengleichungen nmuı 


Pen) — 


um ganze Zahlen unterscheiden, und bei Auflösung von Exponentenglei 


chungen, deren Wurzeln als ganzzahlig bekannt sind: und zwar treten soleh: 
Aufgaben bei Aufstellung der eanonischen Form nach No. 11. in No. 21, (2. 
N0.22, I B,a); No. 23, II auf: 


x g 


e) bei Ermittelung einer endlichen Anzahl Coetficienten in der Ent 
wiekelung regulärer Integrale nach No. 14: 

f) bei der Herleitung der in No. 15 angegebenen Hülfsditterential 
sleiehungen mit rationalen Coeffieienten. in welchen die Coetfieienten ratio- 
nale Ausdrücke der Constanten in den Coeifieienten der Ditferentialzlei 
chung F,=0 und von in A.a) 1. angegebenen Uonstanten werden. Von 
diesen Differentialgleichungen kommen nur die Coetfieienten in Betracht. 

Il. Die Aufstellung der Systeme normaler Elementarintegrale No.13, 


Y)- 
ed.) 
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No. 21 führt keine neuen Uonstanten ein. Es folgt daher aus I, dass di 
Uonstanten in den aufgestellten Systemen normaler Elementarintegrale ale: 
braiseh mit den Constanten in den rationalen Coeffieienten der Differential 
vleichung zusammenhängen. 

In 


Constanten in den rationalen Coeftieienten der Differentialeleichung seien alzebraische Zahleı 

Die Constanten in den rationalen Coeffieienten der vorgelegten Difte 
ventialgleiehung sollen algebraische Zahlen sein, also Wurzeln von alge 
braischen Gleichungen mit rationalen Zahleoeffieienten, welche Gleichungen 
xegeben seien. (Vgl. Abh. Bd. 95, No.7, IL, III). 

A). a) Die Summe, die Differenz, das Produet, der Quotient zweie 
algebraischen Zahlen sind wieder algebraische Zahlen, für die man einc 
(rleichung mit rationalen Zahleoeftficienten aus den gegebenen Gleichunge: 
der beiden Zahlen herleiten kann. 

Kine algebraische Gleichung, deren Coefficienten algebraische Zahleı 
sind, hat zu Wurzeln algebraische Zahlen, und wenn Gleichungen mit 
"ationalen Zahleoeffieienten für die Coeffieienten der Gleichung gegeben 
sind, so kaun man eine solche Gleichung für die Wurzeln herleiten. (8. die 
Abh. des Herrn Dedekind in Dirichlets Vorlesungen über Zahlentheorie. 
3. Aufl., p. 454 ete.) 

b) Um zu untersuchen, ob ein ganzer rationaler Ausdruck algebra 
scher Zahlen, wenn man dieselben mit beliebiger Annäherung berechnen kann. 
verschwindet, ist eine algebraische Gleichung mit rationalen Zahleoeftieienten 
aufzustellen, welcher der Ausdruck genügt, und zuzusehen, ob derselb 
lem Modul nach klemer ist, als eine Grösse, welche unterhalb der den 
\odul nach kleinsten nieht verschwindenden Wurzel liegt. 

c) Um eine algebraische Gleichung, deren Coeffieienten algebraisch: 
Zahlen sind, aufzulösen, werden aus derselben die Gleichungen hergeleitet 
welche die gleich vielfachen Wurzeln der ursprünglichen einfach enthalten 
und es wird für jede der letzteren, algebraischen Gleichungen eine solehe mi: 
vationalen Zahleoeffieienten hergeleitet, welche die Wurzeln jener umfass!i 
Aus den Wurzeln letzterer Gleichungen, die mit beliebiger Annäherung 
berechnet werden können, ergeben sich dann nach 5) die Wurzeln der vor- 
zelegten Gleichung, und zwar im reellen "Theile oder Coeffieienten von 


rational. wenn ein solehes Element rational ist. 
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B). Um bei einer fundamentalen Exponentengleichung, deren Wurzeln 
nach dem Verfahren von A, e) ermittelt sind, diejenigen Wurzeln zusammen 
zustellen. welche sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, wird folgen 
des Verfahren angewandt. S sei die Gesammtheit.der unter einander veı 
sehiedenen Wurzeln. & sei eine Wurzel aus S. so wird o-» in die 
(leiehung eingesetzt und nach A, b) ermittelt, für welche ganzen Zahlen » 
die Gleichung erfüllt Ist. Die auf diese Weise sieh ergebenden Wurzel 
werden aus S, da man die in S enthaltenen mit beliebiger Annäherung 
bereehnen kann, weggestrichen. Mit einer der übrigen Wurzeln wird m 
derselben Weise verfahren u. s. w. Oder man kann auch nach den Angabeı 
von Abh. Bd. 95, No.7, I das ursprüngliche Gleiehungspolvnom so in 
Faetoren zerlegen. dass einzelne derselben, aleich Null vesetzt, Gleichuneen 
ergeben, welche zu Wurzeln Repräsentanten der verschiedenen Gruppen 
von Wurzeln, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, haben, und dass 
sich aus den übrigen Factoren die anderen Glieder jeder Gruppe ergeben 

C). Als Constanten in den rationalen Substitutionen ersten Grades 
in No. 20 kann man auch algebraische Zahlen nehmen: ebenso für die Werth: 
HW in No. 18, die den Modul von vorgelegten Grössen übertreffen sollen 

Es ergiebt sich also aus No. 24 und dem Vorhergehenden, dass. 
wenn die Uonstanten in den rationalen Uoeffieienten der Diftferentialeleichung 
algebraische Zahlen sind, sich alle im Früheren verlangten Operationen «dureh- 


tiihren lassen. 


Fünfte Abtheilune. 


Die are) Ische "ol i ce a) Differentialauselrnmek:e N eytnäaite 
Kieenschaften dei System normaler El ntarınt 

l. Es ist in No. 12, III angegeben, dass, wenn die eanonische Forn 

von F,(y, x) einen nichtnormalen eanonischen Bestandtheil F,_,(s. x) ent 

hält, derselbe auf die Form 

ER Puls) = 8, Well, 

gebracht wird, wo F, ein homogener linearer Differentialausdruek mit ratio- 

nalen Cloeffieienten ist. der sieh nieht mehr dureh ein Svstem soleher daı 

stellen lässt. von denen der erste oder letzte Bestandtheil ein normaler 


Vifferentialausdruck ist. Und es bleibt nun die Differentialgleichung F 
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weiter zu untersuchen in Bezug auf Integrale, die durch Systeme normale 
Klementarintegrale ausdrückbar sind. In F,=0 sind bei den sineuläre: 
Punkten von F,=0 die fundamentalen determinirenden Faetoren und di: 
Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichungen bis auf ganze Zahleı 


dureh die Zerlegung von F, aus den entsprechenden Grössen von F, be 


kannt. Bei den übrigen singulären Punkten von F,=0 ist der eharakte 
(istische Index gleich Null und sind die Wurzeln der Exponentengleichunge 
sanzzahlig. Die Constanten in den rationalen Coeffieienten in F, hänge: 
aleebraisch mit denen in F, zusammen. 

Il. Es ist nun hier allgemein zu zeigen, dass bei einer beliebigen 
homogenen linearen Differentialgleichung F, = 0 mit rationalen Coeffieiente: 
die Constanten in einem Systeme normaler Elementarintegrale e’(r—a)v(x 
wo e" der determinirende Faetor, r der Exponent ist, aus welchem System: 
wenn bei einem beliebigen Bestandtheile abgebrochen wird, Integrale vo: 
F, = hervorgehen, algebraisch mit den Constanten in den rationalen Coe! 
fieienten von F, = 0 zusammenhängen. wobei nur in der Entwiekelung de 
(‚rössen » im Zähler der Coeffieienten eine endliche Anzahl zunächst un 
bestimmter Uonstanten möglicherweise auftritt. Bei den in der vierten Ah 
‘theilung aufgestellten Systemen normaler Elementarintegrale von F,: 
wenn F, dureh ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist. 
hatten sieh die ermittelten Constanten als algebraisch mit den Constanteı 
in den Üoetfieienten der Differentialgleichung zusammenhängend ergeben 
Der allgemeine Satz folgt aus den Untersuchungen der ersten Abtheilung 

Zunächst hängen die Constanten, die in No. 24, 1 A) angegeben sind. 
die singulären Punkte, die Coeffieienten in den Exponenten der fundamen 
talen «determinirenden Factoren bei den singulären Punkten, die Wurzelı 
der fundamentalen Exponentengleiehungen algebraisch mit den Constanten 
in den rationalen Coeffieienten der Ditferentialgleichung zusammen. Wenn 
am aus einem Systeme normaler Elementarintegrale 


(2.) u, deu! u, (fun dx 


tür a=1....m—k Integrale von F, = V hervorgehen, und das System normale 
Klementardifferentialausdrücke F,_,Y. 7) 


IN dy du - / dy, r y —4q dyn- k—1 ( ’ 
es ) u -— . = I 4 Gum )a 0.0 FE = 
dr 119 I da I: I: dx In-r9 


; b dlog u. . N | 
gebildet wird. worin q, = sind die Integrale (2.) solehe von 
2. - 


% 
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F..=0, und es wird F,(y, x) dargestellt dureh 


4) Fra)=s, fi ® 


wo f, ein homogener Iinearer Difterentialausdruck Ze Ordnung, dessen Coef- 
“ejenten bei e= a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und stetig und 
fir 2=a in endlicher Ordnung unendlich sind (No. 2, I, III). Der deter- 


bee) 
minirende Factor e"' in einem Bestandtheil des Svstemes (3.) ist einer der 
fundamentalen determinirenden Factoren von F,—=0, der Exponent in «.. ab 
sesehen von einer ganzen Zahl, eine Wurzel der zum determinirenden 


Faetor e* vehörenden Exponenteneleiehune von F.=0 (No.3. 11. (12. 
- ie 


Um die Entwickelung von (r—a) 'r,(x) in «, zu untersuchen, wird 


! dya_: 
= -4Yy=Yı. -- en I1-1Y :p,-ı\Y, 7 


Pe 
5: 
\ / dr 


) durch das System 
(6.) Bee Ks 


dargestellt, wo Z,_.., ein homogener linearer Differentialausdruck., dessen 


gesetzt, und F,(y, x) 


Uoeffiecienten ganze rationale Funetionen der Uoefficienten von F,(y. x) und 


der Coeffieienten von Y,_,(y, x) und deren Ableitungen sind (No. 2, (14. 


2—a)'v,(z) erfüllt die Differentialgleichung e "z,_..,(e's.2)=0. Naeh 
den Angaben No. 2, Ila, 5b) werden aus dem Polynome No. 1, (4) der E 


ponentengleichung von e "F,(e 'y,@)=0 vermittelst der Grössen e ra 


b=1,...a—]) successive die Polynome der Exponentengleiehungen von 


e  Yuale'y,z2)=0 (b=l,... a-1) hergeleitet. In den Ausdrücken der 
Coeffieienten in der Entwiekelung von v,(z) sind nun nach No. 1 die Nenne: 
durch das Polynom der Exponentengleichung von e "2, ..,(e 'y,x 0, ım 


welchem statt der Variabeln die Grösse v,+b, b ganzzahlie und positiv. 


steht, gegeben, die Zähler sind entweder eindeutig bestimmt dureh vr, und 


ie) 
die Constanten in der Differentialgleichung e "z e 'y,x 0, oder es 
vehen noch zunächst unbestimmte Uonstanten in endlieher Anzahl in die 
n A ' ’ dy._.; 
Zähler ein. Daher findet dasselbe auch in $ 4.Y statt. Indem man 
5 \ 


also von a= lan beginnt, ergiebt sich, dass die Constanten in der Entwicke- 
iung der Grössen v algebraisch mit den Constanten in den Coeffieienten deı 
Difterentialgleichung F,— 0 zusammenhängen abgesehen «davon, dass mög 
licherweise eine endliche Anzahl zunächst unbestimmter Constanten in den 


1 


Zählern der Coeffieienten in den Entwiekelungen der » auftritt. Ueber die 





2S0 Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 









Coeffieienten der Differentialgleichung F,=0 ist bei diesem Beweise | 


in il 





die Voraussetzung aus No.1, (1.) gemacht. 





Ill. Wenn aber auch bei einem singulären Punkte von F 





fundamentale determinirende Faetoren und Wurzeln der zugehörigen Ex- 
ponentengleichungen in der Anzahl der Ordnung der Differentialgleichung 
vorhanden sind und eindeutig bestimmte tormelle Entwiekelungen der no 
malen Elementarintegrale sich ergeben, so kann doch der Fall eintreten 
dass kein normales KElementarintegral existirt, und dass in einer Darstellung 
des Differentialausdruckes unter der Form (3.), worin die qg von der Form 
k „ undo beire=a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und stetig 
sind. keine Grösse q vorkommen kann, in der =], „, in endlieher Ord 
nung unendlich ist. (Die entgegenstehende Behauptung in der Abh. des 
Herrn Floquet, Annales de l’&ecole normale T. VIIL 5. 122, 1879 ist nieh 
richtig). Dieses kann man dadurch nachweisen, dass man bei einer Ditte 
rentialgleichung mit zwei singulären Punkten z=0 und 2=x die Üoeth 
ejenten so bestimmt, dass die Integrale bei dem singulären Punkte r = x 
reoulär sind, so dass man deren Entwiekelung kennt, die in der ganzeı 
übene abgesehen von 2 ==0 gilt, wodurch man auch die Entwiekelung 
der Integrale bei x=0 erhält, und dass man weiter über die Coeffieienteı 





so verfügt, dass bei 2=0 die verlangten Itesultate hervorgehen. Kin 








Ditterentialgleichung zweiter Ordnung, die bei z= 0 den charakteristischeı 





Index gleich 1, bei z2= x denselben gleich Null hat, ist 


or. d’ı 
As. - 





ie A, % a, I dy | b, 7 b,x 
de" x" dz ' x° 





y=(, Moda. 





Die Exponentengleichung bei 2x = x ist 





(8.) r(r—1)+2-a)r+b, = V\. 


\ 





Bei x = 0 bestehen die beiden fundamentalen determinirenden Faetoren 





No.4) 1 und e” mit den zugehörigen Exponentengleichungen 
(9. ar+b, = O0 bei 1, 









t 


10.) -ar +2a,— aa +b,=0 bei e 





Sind die Wurzeln von (8.) o, und o,, ist die Wurzel von (9.) o,, so ist di 


) 





von (10.) 9, =1—-0-%-—g;. Man kann nun o, und 0, so wählen, dass 


N 





sie sieh nicht um eine ganze Zahl unterscheiden, und 9, so, dass weder 4 





noch o, sieh von —o, und —o, um eine ganze Zahl unterscheidet. D 








Integrale von (7.) haben nun die Entwiekelungen 





Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. IS] 


11. ze >c”’r", Mode 0, 


12. 2: 3c "x", Model” (). 
lie für beliebige Werthe von x, abgesehen von 2=0, gelten. Bei r = 0 


erreben sich die (abgesehen von eonstanten Faetoren) eindeutig bestimmten 
formellen Entwickelungen der als Integrale von (7.) allein möglichen nor 


malen Elementarintegrale 


m | 
| | 13. ana, K=1, 


14.) et 3, Kol. 


| Dieselben können jedoch wegen der über die Exponenten o,. ®. 0, 9, & 
stellten Bedingungen, da bereits die Integrale (11.) und (12.) bestehen. nicht 
eonvergiren. Im einer Darstellung des Differentialausdruckes in (7.) dureh 

7 


ein System von der Form (3.). worin q, und q, Ausdrücke der Form 


haben, , und » bei = 0, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und 
stetig sind, kann in g nicht = 1 und „7 in endlieher Ordnung für . — 0 
unendlich werden, weil sonst q, dieselbe Eigenschaft haben müsste (No. 2. 
14.)). demnach die Differentialgleichung bei x = 0 ein normales Elementar- 
integral hätte. 

lis ergiebt sich hieraus, dass bei Aufsuchung von Systemen normaleı 
lementarintegrale der allgemeinen Differentialgleichung F,(s. 2) 0 (1. 
specielle Convergenzbetrachtungen auftreten. 


Greifswald, den 5. August 1883. 


S. 201 und 202 ist statt P, zu lesen P,. 
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Lineare Construetionen zur Erzeugung der kubischen 
Fläche. 


(Von Herrn H. Schroeter in Breslau.) 


( nter «den verschiedenen bekannten Uonstructionen zur Erzeugun: 


der kubischen Fläche nehmen diejenigen ein besonderes Interess« 
Anspruch, welche die Punkte der Fläche auf lineare Weise finden lasse 
ind von diesen sind bisher nur zwei näher betrachtet worden; es ist nämli, 
die kubische Fläche: 
“ 

1) das Erzeugniss dreier in collineare Beziehung „gesetzten (zwe 
stufieen) Ebenenbündel und 
2) das Erzeugniss dreier in trilineare Beziehung „gesetzten 
stufigen) Ebenenbüschel. 

Beide stammen im Wesentlichen von Grassmann”) her, obwohl derselh 
nur die erste Erzeugungsweise in dieser Form direet ausspricht (a. a. (0) 
S.59), während die zweite Erzeugungsweise aus dem von ihm angegeben 
Prineip der „stereometrischen Multiplication“ folgt. Beide Erzeugungsweis 
sind nun als Ausgangspunkte gewählt worden zur Ermittelung der weseı 
lichsten Eigenschaften der kubischen Fläche, insbesondere zur Auffindun 
ihrer 27 Geraden, die erstere vom Verfasser**) und in dem ausführlie) 


TEN 
[} 


Werke von Herrn R. Sturm* die letztere in der Inaugural-Dissertatioı 


‚on Herrn F. August) und neuerdings in einer Abhandlung von Hleı 


I. Grassmann, Die stereometrischen Gleichungen dritten Grades und 
dadureh erzeugten Oberflächen, dieses Journal Bd. 49, 8. 47 ft. 
==) ]J. Schroeter, Nachweis der 27 Geraden auf der allgemeinen Oberfläche drit! 
Ordnung, dieses Journal Bd. 62, 8. 265. 
=) R. Sturm, Svnthetisele Untersuchungen über Flächen dritter Ordnung. (B. 6 
"eubner, Leipzig 1867.) 
+”) F. August, Disquisitiones de superfieiebus tertii ordinis. Dissert. inauz 


Berolini 1862 
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AH. Schubert”). in welcher die trilineare Beziehung als ein 


schungsmittel der synthetischen Geometrie aufgefasst wird. 


Die oben angeführte Grassmannsche Abhandlung enthält noel 


andere Uonstruetionen zur Erzeugung der kubischen Fläche: 


liese der eigenthümlichen aus dem Prineip der stereometrischen Multipliea 


Nelles 


weni 


Ko 


tion entsprungenen Form entkleidet und in die gebräuchliche geometrisch: 


Sprache überträgt, indem man die projeetive Beziehung durch perspeectiv: 


Laee vermittelt. so gelangt man zu neuen sehr einfachen linearen 
struetionen der kubisehen Fläche. welehe vor den früheren vielleicht 


len Vorzug verdienen. Auf diese hinzuweisen und zwei neue 


\rt hinzuzufügen ist der Zweck der nachfolgenden Zeilen. 


1 


KErzeugungsweisen der kubischen Fläche in der oben angedeuteten Um 


staltung. Man kann drei Ebenenbündel dadurch in collineare 


I. Wir beginnen der Vollständigkeit wegen mit den beiden ers 


setzen, dass man sie mit einem vierten Ebenenbündel in perspeetiv: 


bringt. Nimmt man im Raume drei beliebige Punkt: 
U, Q 


A 


als Mittelpunkte dreier Ebenenbündel an und drei beliebige Eben 


VR % O; 


und dreht um einen vierten festen Punkt °\ eine veränderliehe 


welehe demnach ein Ebenenbündel beschreibt. so wird = die 


benen @,@, co, in drei veränderlichen Strahlen schneiden 


OS e.. 0,S 2. a - A 


und x, 2, 2; beschreiben drei eollineare Strahlenfelder in den Trägern 


legt man mit diesen perspectiv die Ebenenbündel dureh U, WU X. 
er Schnittpunkt je dreier entsprechenden Ebenen 


Rz] [2] W;; : 7 


eine kubische Fläche F’ als Erzeugniss dreier eollinearen Übenenbinde] 


ı der That. beweeen wir auf einer beliebie sewählten Geı 
In der That, bewegen wir aut beliebig | hl 


einen veränderliehen Punkt v» und nennen die Schnittpunkte 


Mu, a) et, (Uyl, co Lt. (A;Y|, 0 L. 


0 beschreiben x, %,%; drei projeetive gerade Punktreihen auf « 


AN, ©, [MI o. UN, 0 


(ir 


(en 


1,2 
E 
F Der 
el Teste] 


(‘or 


Iıche 


Beziehn 


®) H. Schubert, Die trilineare Beziehung zwischen drei einstufigen Grundgebild 


lat. Annalen von Klein und Mayer, Bd. 17, 8. 4517. 


1 


ähnliche 


Si) hesch eıht 


rer gy'yay* 
IAVeIN 
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welche mit der von y beschriebenen geraden Punktreihe perspeetiv liesen 


folglich wird die Verbindungsebene [x] als Schmiegungsebene ein 
kaumeurve dritter Klasse X umhüllen, und es werden dureh den Punkı % 
im Allgemeinen drei Schmiegungsebenen derselben gehen. Eine solelı 
Schmiegungsebene dureh DB schneidet aber «@, &;«, in den Geraden .r, 
welche bez. die Punkte x, 2, x, enthalten, und da die Ebene [x] dure) 
die beiden Punkte U, und x, geht, also die Gerade ‚Ar, ganz enthält. 
weht sie auch dureh den Punkt y auf ihr; also schneiden sieh drei ent 
sprechende Ebenen der drei collinearen Ebenenbündel [A] IIEI[2E] in einen 
Punkte der Geraden /, und da dies dreimal vorkommt, so ist ihr Erzeus 
niss eine kubische Fläche FF. 

Diese Construction ist schon vor langer Zeit von Herrn Salmon 
dem Satze ausgesprochen: .‚Wenn die vier Seitenflächen eines veränder- 
lichen Tetraöders sich um vier feste Punkte AU, UA, DB) drehen und di: 
drei Kanten einer Seitenfläche sich in drei festen Ebenen (a,«,«,) bewegen 
so beschreibt die dieser Seitenfläche gegenüberliegende Ecke des Tetraödeı 
eine kubische Fläche F®’“* Allein die Fläche ist, wie zuerst Herr Sturn 
bemerkt zu haben scheint (a. a. 0. S.551) nicht allgemein, sondern sie besitz 
einen Knotenpunkt. 

Bezeiehnen wir nämlich die Sehnittlinien der drei Ebenen a, « 
tolgendermassen 

ee. ei, a 
und den Schnittpunkt 
(0,05) u. SS. 
so wird, wenn wir die veränderliche Ebene $ dureh die beiden Punkte \ 
und 9, gehen lassen, die Ebene [M;x;] mit 5 identisch sein; die beide: 
Strahlen x, und x, werden sich aber in einem Punkte der Schnittlinie s 


treffen, nämlich in dem Treffpunkte von s, mit S; dieser Punkt ist daheı 


ein Schnittpunkt dreier entsprechenden Ebenen [A x,] 9 x] [I x], d.h. ein 
Punkt der kubischen Fläche F'. Drehen wir nun die Ebene < um den 
Strahl BU; , so folgt, dass alle Punkte von s,, also die ganze Gerade s 
und in gleicher Weise auch die Geraden s, und s, der F angehören, woraus 
tolet, dass der Punkt ® ein Knotenpunkt der kubischen Fläche sein muss. 
weil dureh ihn drei Gerade dieser Fläche gehen. Wir erkennen aueh leicht, 
dass noch drei andere der F® angehörige Gerade dureh den Knotenpunkt E 


derselben gehen. Denn drehen wir die veränderliche Ebene & um den 
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Strahl BE, so beschreibt sie ein Ebenenbüschel und schneidet @, «@,«, in 
drei Strahlen x, ©, x,, welche drei projeetive Strahlbüschel in den Ebenen 
#, @, @, beschreiben mit dem gemeinsamen Mittelpunkt B. Die drei Ebene: 
Na] [0] [U] werden also drei projeetive Ebenenbüschel beschreibe 
um die Axen U WE AB. und es wird im Allgemeinen dreimal voı 
kommen, dass sieh drei entsprechende Ebenen in einer Geraden schneiden 
denn die beiden von [U,x,] und ‚Wz,] beschriebenen projeetiven Ebenen 
büschel erzeugen einen Kegel K, und die beiden von [A,.r,| und 


beschriebenen projeetiven Ebenenbüschel erzeugen einen Kegel 


beide Kegel haben ausser dem gemeinsamen Kegelstrahl WS im Alle 


g* 


meinen noch drei andere gemeinsame Kegelstrahlen /, 4 4,, welche die Eigen 


sehaft haben müssen, dass sich in ihnen je drei entsprechende Ebenen U, .a 


N x;] [N;x,] schneiden. Durch diese drei Strahlen 4, 4,7, geht also auch 
der Kegel 8%, welcher von den projeetiven Ebenenbüscheln erzeugt wird. 
die x] und [U,x;] beschreiben. 

Durch den Knotenpunkt % der kubischen Fläche FÜ gehen daheı 
die sechs der Fläche angehörigen Geraden 

EEE 
welche doppelt zählen, also zwölf Gerade der kubischen Fläche vertreten: 
die übrigen füntzehn Geraden der F' erhalten wir, indem wir dureh ie 
zwei der vorigen sechs Geraden eine Ebene legen, welche allemal noel 
eine dritte Gerade der F“ enthalten muss. 

Was die Realität dieser Geraden anbelangt, so ist klar, dass s, ss 
reell (gegeben) sind: von den drei Geraden 447, muss mindestens eine. 
/,, reell sein; die beiden anderen können conjugirt-imaginär sein, missen 
aber in einer reellen Ebene liegen, welche daher nothwendig noch ein 


€ 


(eelle Gerade g, enthalten muss; es sind also immer elf Gerade reeil: die 
vier s; 8,8, /,, die sechs, welche in den Ebenen als dritte liegen, die je zwei 
der vorigen verbinden, und die einzige Gerade g, in der reellen Ebene [4 / 
die übrigen zehn können imaginär sein (vgl. Sturm a. a. O. 8.352). 

2. Indem wir zur zweiten Erzeugungsweise der kubischen Fläch: 
übergehen, nehmen wir drei beliebige Gerade im Raume 

Br hr 

von denen keine zwei einander begegnen) als Axen dreier Ebenenbiüschel 
an und setzen dieselben dadurch in trilineare Beziehung, dass wir drei 


andere (rerade 





286 







b, 


unabhängig von einander und von 





Punkt ® annehmen. 








welehe demnach ein 











(b,$) = Lı 




















(lreier entsprechenden Kbenen 


stehenden Ebenenbüsehel. 


u 
I 
l 


S0 


Yı & &; begegnen, 


reihe perspeetiv liegen: folglich 


1 


werden dureh den | 


selben gehen. 

















die veränderliche Ebene £ die 





um 








test: die Punkte x 














zeugniss ein Kegelschnitt ist; 








weeun 


Be 
« 








beiden Mittelpunkte der 





beiden Mittelpunkte sind 





a,b,!; da aber der Punkt b, =t, 








hören alle Punkte von @, und a;,. 





vanz der kubischen Fläche an. 





Drehen wir dann 


beschreiben x 


b; 
d 


b; 


> 


(seraden 5b, b, b, in den veränderlichen Punkten 


(b,) bd=L, 
schneiden, welehe drei gerade Punktreihen auf den Trägern b, b, b, 


schreiben, «die in trilinearer Beziehung stehen: legt man mit diesen pe 


/fT * [ » 1 | e n 
(la, tı] [asr.] [ast;]) 


eine kubische Fläche F® als Erzeugniss dreier in trilinearer Beziehun: 


Punkt 


So 


\ 


Ü 


wird 


und 


I 


> 
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die 


legen die dı 
Kbenen [a,y||a,y} [a;y], welche den Geraden b, b, b, bez. in den Punkt: 


dd; d 


drei 


speetiv die Ebenenbüschel durch a, a, a,, so beschreibt der Schnittpunkt 


+ 


en vorigen) und ausserdem einen test: 


‚» 


rei projeetive gerade Punktreili 


wird die Verbindungsebene [1,12% | 


Scehmiegungsebene eine Raumeurve_ dritter 


Axe 


BD... 


KNlasse HK 


Diese kubische Fläche is 
allgemein und wir können ihre 27 (reraden auf folgende Art finden: 
Halten wir einen beliebigen Punkt b, =r, auf b, fest und drehe: 
bleibt 
und x; beschreiben projeetive Punktreihen auf b, und 
tolglich die Ebenen [ar] [azx;| projeetive Ebenenbüschel, welche auf de 


testen Ebene [a,b,] zwei projeetive Strahlenbüschel ausschneiden, deren Eı 


S0 


die 


umhüllen. 


erzeugenden Strahlenbüschel hindurchgeht. 


KÜbene 


und 


Punkte der Geraden / schneiden, und da dies dreimal vorkommt, so ist 
vesuchte Ort von x eine kubische Fläche F®. 





um D eine veränderliehe Ebene : 
Ebenenbündel beschreibt. 


teste 


In der That, bewegen wir auf einer beliehi: 
vewählten Geraden / einen veränderlichen 


auf den Trägern 5, b, b,, welche mit der von y beschriebenen geraden Punk: 


Al» 


unkt B im Allgemeinen drei Schmiegungsebenen de 
ine solche Schmiegungsebene durch 3 trifft aber db, Ö 
bez. in drei Punkten t,x,%; dergestalt, dass [a,r,]| [®r;] [at;] sich in eineı 


dit 
ul 


/ 


a,d 


!J 


also beschreibt der Punkt x bei dieser Be 
& in der festen Ebene [a,b,) einen Kegelschnitt, welcher dureh di 


dies 


aber die Treffpunkte von a, und a, mit der Eben: 


willkürlich auf 5b, gewählt war. so gt 


mithin 


auch 


alle 


drei 


Geraden 


a, Ad 


( 
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Wählen wir andererseits für die veränderlicehe Ebene $ die besonder: 
dureh B und b, gelegte Ebene, so wird der Punkt x, unbestimmt, also aueh 
lie Ebene [a,x,] und für dieselbe kann jede durch a, gelegte Ebene ge 
nommen werden. Schneidet daher die Ebene <= [dBb,] die Geraden 5b, und 
,. in den Punkten 

(85,1. b,)=p,. „b,|. b; D., 
so muss die Sehnittlinie 
|4.P,|, [U P; Yy 
vanz der kubischen Fläche angehören, weil jeder ihrer Punkte als em 


I) 


Schnittpunkt dreier entsprechenden Ebenen der erzeugenden Büschel ange 
sehen werden darf. 
In gleicher Weise erhalten wir zwei weitere Gerade auf der kubi 


sehen Fläche dureh die Construetion: 


((Bb,], b; (I, 5.1. B,):=4 
(| b;], b, U. ”b,|, db Y 
430; |, 1a,04,l = 9; |4d,Tıl,. |@T Q . 


/u den drei Geraden 9,939, welche auf der kubischen Fläche liegen 
treten noch drei andere: es giebt nämlich durch B nur eine einzige Gerade 
die gleichzeitig 5b, und 5, trifft, dies ist die Verbindungslinie 9,9,. Drehen 
wir um diese Gerade die veränderliche Ebene &, so bleiben die heiden 
Punkte p, = x, und 9, =r, fest, während x, auf 5, sich verändert: der »e 
suchte Punkt x wird sich also auf der Geraden |@,p,', [a,ü /, verändern 


h. diese Gerade wird der kubischen Fläche ansehören und in »leiehe 


Weise die beiden analogen, so dass wir die drei neuen Geraden erhalten: 
14:P,|, [a,Qı| 2, Il@2;|, lat, ER d;t,|, |a;0 [ 
Aus der Construction dieser sechs Geraden 4» Jı3 95 tz de 


kubischen Fläche F erkennen wir, dass dieselben zu je dreien in sechs 
übenen liegen; da nämlich die Ebene [a,r,] sowohl die Gerade q,, als auch 
die Gerade /,, enthält, so liegen a, 9, /,, in einer Ebene, und da die Eben 
‚a,0,]) sowohl die Gerade /,, als auch die Gerade g, enthält, so liegen aue|l 
die drei Geraden a, /,; 9, in einer Ebene, und in ähnlicher Weise die übrigen 
so dass wir alle neun Geraden in folgender Art zusammenstellen können 
2 a | Gas 
93'453 |, 
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wo immer je drei in einer Horizontalreihe und je drei in einer Verticalreihe 
stehende Gerade in einer Ebene enthalten sind. Diese neun Geraden bilden 
also zwei Steinersche Trieder (8. Schroeter a. a. OÖ. 8.275), aus denen sie) 
die übrigen Geraden der kubischen Fläche ergeben. 

Denken wir uns die ganze Regelschaar von Geraden /, gelegt, welelı 
den drei Geraden a, a, a, gleichzeitig begegnen, so beschreiben die Ebench) 
al) [ol] Ta;l.) 
drei projeetive Ebenenbüschel, welche bez. die drei Geraden 5, b,b, in drei 
projeetiven Punktreihen x, xt; schneiden. Die Verbindungsebene [xxx] wird 
daher als Schmiegungsebene eine Raumeurve dritter Klasse X umhüllen. 
und es wird im Allgemeinen dreimal vorkommen, dass die Ebene [vuvx. 
durch den Punkt BD geht. Ist dieses einmal der Fall, so müssen drei en! 
sprechende Ebenen |a,x, |[@x,}[a,x,] sich in einer Geraden /, schneiden, welehe 

offenbar ganz der kubischen Fläche FÜ angehört. 

Wir haben also drei neue Gerade /, 4, 1, der kubischen Fläche. von 
denen mindestens eine reell sein muss, weil von den drei Schmiegungs 
ebenen aus D an die Raumeurve X mindestens eine reell ist. Nehmen 
wir eine derselben /,. so muss jede der Ebenen 

al] [a4] Ta;lı) 
die kubische Fläche noch in einer dritten Geraden schneiden, die bez. 
k; | k 1 k; N 

heissen mögen: es liegen also a, /, k, in einer Ebene, ausserdem aue] 
/, a, 9, in einer Ebene: die Schnittlinie beider Ebenen enthält schon zwei 
Punkte der F®, nämlich die Punkte (a,l,) und (l,a,) und kann ihr nie) 
sanz angehören, weil sonst vier Gerade der F" in einer Ebene liegen 
würden, folglich kann sie nur noch einen dritten Punkt der F“ enthalten. 
in dem sich daher nothwendig die beiden Geraden 4,, und 9, treffen müssen: 
in oleicher Weise sehen wir, weil «a, /, k,, in einer Ebene, 9,4; l, in eine 
bene liegen und die Schnittlinie. welche nieht ganz der F® angehöreı 
kann, schon zwei Punkte (a,g,,) und (l,a,) derselben enthält, dass sie noch 
einen einzigen dritten Punkt von ihr enthalten muss, in dem sieh A, und 
/,, treffen. 

Also trifft hi, die 9, und d,.. 
ebenso k,, die g, und /, 
und h,, die g, und 7... 
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Betrachten wir ferner die beiden Ebenen 
(kıgs] und [kg]. 
deren jede noch eine dritte Gerade der F" enthalten muss, so muss di: 
Sehnittlinie beider Ebenen vier Punkte der F" enthalten, also ihr ganz an 
vehören; denn es begegnen sich, wie leicht zu sehen ist, weder A, und A 
noch 9, und g,, noch 4, und g,, noch %, und g,. Im gleicher Weis: 
erkennen wir. dass die Schnittlinie der beiden Ebenen 
(Aıgs) und [Aug 
vanz der kubischen Fläche angehören muss: weil aber die Ebene |A,,g 
nur noch eine einzige dritte Gerade der F enthalten kann, so muss die 
letztere mit der vorigen identisch sein, d.h. die drei Ebenen [A,,g»| hg 
[A,,g,,) schneiden sich in einer Geraden m,, und in gleicher Weise sehen 
wir, dass die drei Ebenen [#643] [%,,d;! [#,,/,] sich in einer Geraden 
schneiden. 
Wir haben also zu den früheren neun Geraden sechs neue 
RR RER k,, 
auf der kubischen Fläche ermittelt, die aus der ersten /, hervorgingen. Da 
wir nın im Allgemeinen drei solche Gerade /, 4,1, haben, von denen allerdings 
nur eine reell zu sein braucht. so ergeben sich im Ganzen 9+3.6 = 27 Gerade 
auf der kubischen Fläche F", von denen nothwendie 15 reell sein müssen 
während die übrigen 12 imaginär sein können. 
3. Für die dritte Erzeugungsweise der kubischen Fläche nehmen 
wir nur zwei im haume sich nicht treffende Gerade 
a, a 
als Axen zweier Ebenenbüschel an, ferner einen beliebigen Punkt DB als 
Mittelpunkt eines Ebenenbündels und zur Vermittelung der Beziehung dei 
Elemente dieser Gebilde auf einander zwei Gerade im Raume 
B. &, 
die sich nicht begegnen. Drehen wir nun um D eine veränderliche Ebene s. 
welche die festen Geraden 5, b, in den veränderlichen Punkten 
sb)=h (b)=XL 
schneiden, und legen durch a, a, Ebenenbüschel, welche bez. mit den Punkt 
reihen x, X, perspeetiv sind, so beschreibt der Schnittpunkt der drei ent- 
sprechenden Ebenen 
S; [aıtıl, Lazr.]) = ı 
eine kubische Fläche F®). 
Bd. XCVI. Heft 4. 
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In der "That, bewegen wir auf einer beliebig gewählten Geraden / 

einen veränderlichen Punkt y und legen die beiden Ebenen 

'a,y) und Jay]. 
welche den Geraden b, b, bez. in den Punkten x, x, begegnen, so beschreibe: 
X, 2%, drei projeetive gerade Punktreihen auf den Trägern /b, b,. tolelie) 
wird die Verbindungsebene [y x, 2,] als Scehmiegungsebene eine Raumeurv 
dritter Klasse X umhiüllen, und es werden dureh den Punkt ® im Alloe 
meinen drei Schmiegungsebenen derselben gehen; eine solehe Schmiegung: 
ebene dureh ® ist aber eine Ebene £, welche 5b, b, bez. in Punkten 
trifft dergestalt, dass die drei Ebenen S[a,x,! [@x,] sich in einem Punkt 
(ler (eraden / schneiden, und da dies dreimal vorkommt, so ist der gesucht 
Ort von x eine kubische Fläche FV. 

Bevor wir von dieser Erzeugungsweise der kubischen Fläche 
die Geraden derselben aufsuchen, wollen wir noch eine andere Auffassung 
der Erzeugung hervorheben. Die beiden Ebenen [a,x,] und [ax] schneid: 
sich nämlich in einem Strahle x, welcher den beiden festen Strahlen «, « 
»leichzeitig begegnet. Die (resammtheit soleher Strahlen x, welche zweie: 
festen Strahlen a, a, gleichzeitig begegnen, bildet ein Strahlensystem erst 


Ordnung und erster Klasse”), weil durch jeden Punkt nur ein Strahl des 


I 


Systems geht und in jeder Ebene nur ein Strahl des Systems liegt. 
solches Strahlensystem ist ein Gebilde von doppelter Unendlichkeit (Ma 
nichfaltigkeit) und von gleicher Mächtigkeit mit den Ebenen eines Kbeneı 
biündels (oder überhaupt irgend eines zweistufigen Gebildes). Die Eben: 
:, welehe dureh den festen Punkt B gehen, bilden ein Ebenenbündel: « 


des Durehsehnittspunktes 
2.2) =ı 


ist also das Erzengniss zweier zweistufigen Gebilde, eines Strahlensystems un 


eines Ebenenbündels, deren Elemente in Beziehung zu einander gesetzt sin 
Die Art dieser Abhängigkeit entsprechender Elemente von einander wir 
aber in ganz ähnlicher Weise hergestellt, wie dies bei zweistufigen Gebil 
den überhaupt zu geschehen pflegt*”). Jeder Strahl x des Strahlensystem: 
kann als Sehnitt zweier Ebenen 


ia > JH | 


la,x)| 
) Eine eingehende Beschreibung desselben hat Herr Reye in seiner „Geometr« 
der Lage“ zweite Abth. S. 77 gegeben. 
=") Siehe des Verfassers: Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung und der Raum- 
curven dritter Ordnung, Leipzig 1850, >. 541 ff. 
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aufeefasst werden, und bei Veränderung des Strahles x beschreiben «lies: 


o von einander sind. .Jedı 


Ebenen zwei Ebenenbüschel. die ganz unabhängig 
bene des Ebenenbündels ® kann als Verbindungsebene zweier >Strahle: 
y,y, aufgefasst werden, die in zwei festen Ebenen «, @, liegen. welche durel 
” „elegt sind. Ist die Ebene < eine ganz willkürliche dureh den Punkt ® 
vehende, so sind auch die Strahlbüschel, welche 
0.8 PR - 
beschreiben, durchaus unabhängige von einander. Setzt man nun das Ebenen 
biischel [a,2! zu dem Strahlbüschel @,< und das Ebenenbüschel a 
dem Strahlbüschel «= projeetiv: 
dad, 0,5, |a,8 A - 
dann wird dadureh zu jedem Strahl x des Strahlensvstems [a,a,| eine b. 
stimmte Kbene S des Kbenenbindels \ entsprechend zugeordnet. SHIT 
Beziehung Ist gewonnen. In unserem obigen Falle sind die testen Kbeneı 
7 »b 0 Yh 
und die beiden Projeetivitäten sind dadurch hergestellt, dass auf 5b, eim 
Punktreihe x, perspeeti\ liegt sowohl mit dem Ebenenbüschel, dessen Axe a 
ist, als auch mit dem Strahlbüschel, dessen Mittelpunkt B ist in der Ebene « 
andererseits auf b, eine Punktreihe ı perspeeti\ liegt sowohl mit dem Ebenen 
büschel, dessen Axe«, ist, als auch mit dem Strahlbüschel, dessen Mittel 
punkt D ist in der Ebene « 

Wenn die beiden Axen a, «a, der das Strahlensystem erzeugenden 
lübenenbüschel sich in einem Punkte treffen, so gehen dureh denselben alle 
Strahlen des Systems und es degenerirt in ein gewöhnliches Strahlenbündel. 
Die Beziehung dieses Strahlenbündels zum Ebenenbündel B|s| ist aber noch 
nicht die bekannte „keeiproeität”, sondern allgemeinerer Art: sie wird erst 
dann zur reeiproken Beziehung, wenn der Ebene [a,a,) in beiden Projeetivi 
täten gleichzeitig der Schnittstrahl @,«, entsprechend ist. Jene allgemeinere 
Verwandtschaft der beiden Bündel ist eine quadratische, weil allen solehen 
Wbenen des Bündels B|[s], welche durch einen Strahl gehen, die Strahlen 
eines Kegels zweiter Ordnung im Strahlenbündel (a,a,) entsprechen. Wiı 
erhalten hierdurch eine besondere Erzeugungsweise einer kubischen Fläche 
F”, welche hier vorangeschiekt werden mag. 

Gegeben sind zwei Strahlen a, «,, die sich in einem Punkte A tretien. 
ausserdem ein fester Punkt B. und zwei beliebige Gerade b, b, im Raume: 
dreht sich um ® eine veränderliche Ebene &. welehe 5b, und 5b, in dei 


Rn) 


4 ca 
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Punkten x, und x, trifft, und ist die Sehnittlinie 





[at], [ex]! = &, 





so beschreibt die Ebene ein Ebenenbündel um ®, der Strahl x ein Strahlen. 
bündel um A und der Sehnittpunkt je zweier entsprechenden Elemente 








(®, S) mE 5 
beschreibt eine kubische Fläche F®, wie bereits am Anfange von 3. naclı- 
vewiesen ISt. 

Diese kubische Fläche ist aber nicht allgemein, sondern hat in Y| 
einen Knotenpunkt. Denn nehmen wir einen beliebigen Punkt a, der Ge- 
raden a, und lassen die veränderliche Ebene 5 durch Ba, gehen. so be- 
schreibt sie ein Ebenenbüschel, welches mit den beiden Ebenenbüscheln. 
welehe ja,x,] und [®x,] beschreiben, projeetiv ist. Der Ort des Sechnitt- 
punktes (x) =r wird also eine Raumeurve dritter Ordnung 0°, welche 
a, a, und Ba, zu Secanten hat, folglich durch Punkt a, der zwei Secanten 





gemeinsam ist, selbst hindurchgehen muss. Da aber der Punkt a, auf a 
ganz willkürlich gewählt war, so gehört die ganze Gerade a, und ebenso 
die Gerade a, der kubischen Fläche an. 

Ziehen wir ferner die Schnittlinie 

8b], BB] = a, 

welehe den Geraden db, und db, in den Punkten b, b, bez. begegnen mag. 
und drehen die veränderliche Ebene s um die Axea, so bleiben die Punkt: 
b, und b, fest, folglich müssen alle Punkte der Sehnittlinie 








la, b,] . |@; b ‚| = 6 





der kubischen Fläche angehören, d. h. diese selbst auf ihr liegen, und da 
sich a, a, a, in dem Punkte U treffen, so ist er ein Knotenpunkt der kubischen 
Fläche. In der T'hat zeigt sich auch, dass durch ihn noch drei andere der 
kubischen Fläche angehörige Gerade hindurchgehen; denn drehen wir die 
veränderliche Ebene $ um die Axe BA , so beschreiben die drei veränder- 
lichen Ebenen s [a,x.) [@x,] drei projeetive Ebenenbüschel um die Axen ®\. 
a, a, welche alle drei durch denselben Punkt A gehen, und die drei Kegel. 








welche je zwei derselben erzeugen, haben im Allgemeinen drei gemein- 





schaftliche Strahlen s, s; s;, von denen nothwendig einer reell sein muss: 
durch den Knotenpunkt WA der kubischen Fläche gehen also die sechs Ge- 
vaden derselben 










. a a a 
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die doppelt zählen und aus denen die 15 übrigen in bekannter Weise folgen 
‘s, 0. 1.). Dass auch der Punkt Bd auf der kubischen Fläche liegt, erhellt 
unmittelbar, weil dem Strahl AB des Strahlenbiündels A eine bestimmte 
Ebene des Ebenenbündels [WB] entsprieht. Den beiden zusammenfallenden 
Ebenen [a,a,| oder [a,a,|] in den Ebenenbüscheln, welche das Strahlenbiün- 
del [A] erzeugen, entspreehen im Allgemeinen zwei verschiedene Strahlen 
in den Ebenen [B5,] und [BB,], und die Verbindungsebene derselben 
schneidet daher die Ebene [a,a,] in der dritten Geraden, welche in dieseı 
Ebene der F angehört. Tritt aber der besondere Fall ein. dass füı 
beiderlei Projeetivitäten der Ebene [a,a,| und der Ebene |a,a,! derselbe Strah 
[db], [Bb;| a 

der entsprechende ist, dann wird die Verbindungsebene jede durch @« gehend: 
sein können: also gehört jeder durch AU gehende Strahl in der Ebene la,«a 
der F*’ an, und dieselbe zerfällt, indem die Ebene |a,a| als ein Theil von 
ihr herausgeht. Es bleibt daher als übriger Ort von (z,£) nur noch ein 
Fläche zweiter Ordnung F" übrig: und in der "That wird in diesem Fall 
die Beziehung des Strahlenbündels U zum Ebenenbündel B die bekannte 
heeiproeität, wie schon oben bemerkt ist. 

Die kubische Fläche kann auch dadurch zerfallen, dass wir den 

Punkt B® in die Ebene [a,a,] hineinverlegen: dann erscheint diese Ebene 
a,a,) als eine besondere Ebene 5, welche mit ihren beiden entsprechenden 
incident ist, also als ein Theil der kubischen Fläche herausgeht: es bleibt 
nur noch eine Fläche zweiter Ordnung übrig F, für welehe sich folgend: 
Construction ergiebt: 

Sind in einer Ebene zwei feste Gerade a, a, und ein Punkt ® oe 
seben, ausserdem beliebig im Raume zwei Gerade b, b.. und dreht man um 
Y eine veränderliche Ebene &, welche 5b, im Punkte x, und 5b, im Punkte ı 
trifft, legt man endlich die Ebenen [a,x,] = S$,. [&%] =$,, so beschreibt der Punkt 

se) = tl 
eine Fläche zweiter Ordnung F. Dieselbe ist immer eine geraulinige 
‚einschaliges Hyperboloid); denn ihr gehört die auf folgende Weise eonstruirte 
(rerade a, an: 
(85,],5)=b, ([Bdd],&)=b., ab], l®b.]| = a;.”) 
*) Diese Construction ist in der von Herrn O. Zimmermann angegebenen „Erzeu- 


gung der geradlinigen Flächen zweiter Ordnung durch Punkte“ enthalten, Schlömtlchs 
Zeitschrift f. Math. u. Phys. Jahrgg. 1883. S. 259. 
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4 Wir kehren nunmehr zurück zu der im Eingange von 3. eo: 
struirten Kubischen Fläche, um die auf derselben liegenden Geraden 
ermitteln. Die obige Construction war folgende: 

Vier einander im Raum nicht treffende Gerade 

iur 
und ein beliebiger Punkt D sind gegeben: man dreht um ® eine verändı 
liche Ebene S, welche 5, und 5b, in x, und v, triftt, und legt die bei 
Kbenen 

anl=,; Ihe, 

dann hat der Schnittpunkt je dreier entsprechenden Ebenen 

CAR 
zum Ort eine kubische Fläche F', 

Halten wir zunächst einen beliebigen Punkt der Geraden b, test 
sei db, =x,) und drehen die veränderliche Ebene 5 um den Strahl Wb,. = 
bleibt die Ebene [a,b,! = S, unverändert, während S und 5, projeetive Ebeneı 
biischel beschreiben, welche mit der Punktreihe x, auf b, perspeetiv liewen: 
die beiden projeetiven Ebenenbüschel durehschneiden die feste Ebene 
in projeetiven Strahlbüscheln. «deren Mittelpunkte b, und der Treftpunk 
'a1d,]).@) = a, sind. Die projeetiven Strahlbüschel erzeugen einen Keg 
schnitt, der dureh ihre Mittelpunkte b, und a, hindurehgeht und der kubiseh 
Fläche angehört; also gehören ihr auch die Punkte b, und a an. Da al 
b, ganz willkürlich auf 5, gewählt war, folglich auch a, ein ganz willki 
licher Punkt auf a, ist, so gehören die ganzen Geraden b, und «,. um 
oleicher Weise auch 5b, und a, der kubischen Fläche an. 

/u diesen vier Geraden 

tr 
der kubischen Fläche treten sofort neue, die wir erhalten, wenn wir «ı 
veränderlichen Ebene £ weitere besondere Lagen anweisen. Ziehen wir dure 
D die einzige Gerade, welche 5b, und db, gleichzeitig tritft in den Punkt 
b. und b,. also 
(BB), &)=b, (986), 6)=b, 





und drehen um 3b,b, die veränderliche Ebene 5, so bleiben b, = r, un 
b, = x, fest, folglich müssen alle Punkte der Schnittlinie 
'a,b,|. 'a,b;| — G;. 


d. h. diese ganze Gerade der kubischen Fläche angehören. Wählen wi 
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fir £& die besondere Ebene [Bb,], so wird x, unbestimmt, also auch jaıx 
mithin muss die ganze Gerade 
Bb,]). [ab] =g, und ebenso ”Rb,], [a,b 9 
er kubischen Fläche angehören. 
Ziehen wir ferner durch ® die einzige Gerade, welche „leichzeitig 
«. und b, begegnet, also 
Dal. IND, MR 


so wird. wenn wir die veränderliehe Ebene & um /, drehen. die Scehnittlini: 


on £ und S, (= [a,x,]) beständig die Gerade /, sein: folglieh müssen allı 
‚ıre Punkte, in denen sie von S 'a,x,!) getroffen wird, der kubischen 
"läche angehören; sie liegt also ganz anf der kubisechen Fläche, und ii 


»jeicher Weise auch die Gerade 


% 


ee 


Yb ni. 


Wählen wir für S die besondere KÜbene Na wu tallen se und Ss 


Na 


usammen, tolglich wird diese Ebene von 5, in einer Geraden geschnitten 
die der F® angehört: hiernach erhalten wir noch zwei Gerade derselben 


Da, s b;, (5, Ya;], b, (. da . Ast k,. Da dt, \ L 


i 


( 


Aus der bisherigen Construction ersehen wir, dass in den Ebenen 


a,b], Iab.l, Ba, Idol, IBb,|l, 1806 


eziehungsweise die je drei Geraden liegen: 


0.919; &09, Galle, ah, Dig, Dabgı. 
‘erner sehen wir, dass der Punkt b, in der Ebene [Bb,] und „leichzeitie 
ı der Ebene a,b, |, folglich in der Geraden 4 leot, also der Schnittpunkt 
b,q,) Ist: mithin haben wir 

bg: : b, and in eleicher \Veise b g D,. 
benso liegt der Punkt c, in der Ebene [Ba,] und leichzeitig in der Ebene 
«,c,), folglich in der Geraden k,; mithin haben wir 

b,k,)=tc, und in gleicher Weise (b,K% 6; 

Wir haben nunmehr acht Ebenen 


a,k,]| la,k,| la, k;| a ki, b,qı\ L g| b,k,! b,k 


2 
— 
4 
-— 


deren jede zwei Gerade der Fläche F® enthält, folelich noch eine 
nthalten muss. 
betrachten wir die Sehnittlinie der beiden Ebenen 


la,k,) und [bug 
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so sehen wir, dass dieselbe vier Punkte der kubischen Fläche enthalte: 
muss, also ganz derselben angehört, da weder a, und b,, noch a, und g,. 
noch #, und db, sich begegnen, endlich auch %, und g, sich nieht treften. 
(denn wäre dies der Fall, so müssten die vier Ebenen 
Bd) [ab] [Ba] [ac] 

sich in einem Punkte treffen, folglich der Schnittpunkt von [BB] und «a 
in der Ebene [a,c] liegen, oder was dasselbe ist, die beiden Punkt 
(Bb,],a,) und c, = ([Ba,]|,d,) mit der Geraden a, in einer Ebene liegen. 
d.h. die durch DB gezogene einzige Gerade, welche 5b, und a, gleichzeitio 
trittt. müsste auch a, treffen, was bei willkürlicher Annahme der Element: 
a,b, a, nicht der Fall sein wird): folglich wird die Schnittlinie 

la,k,|, [&9|| = ce, 
eanz der kubischen Fläche angehören: in gleicher Weise «ehört di 
Schnittlinie | 

[®%,], [b,gı]l| = e; 
oanz der kubischen Fläche an. Die beiden neuen Geraden e, und 
müssen sich treffen, weil die Scehnittlinie der beiden Ebenen 

a,k,| und |b,g|. 
welche nicht ganz der kubischen Fläche angehören kann, schon zwei 
Punkte derselben enthält, nämlich (a,g,) und (b,%,), folglich nur noch eine 
dritten Punkt enthalten kann, in welchem sich e, und e, treffen müssen 

In ähnlicher Weise erkennen wir, dass die Sehnittlinie der beiden 

benen 

ec) und [44] 
vier Punkte der kubischen Fläche enthalten muss, also ganz derselben aı 
vehört. Denn es ist leicht zu sehen, dass sich weder e, und /. noch ı 
und 4, noch &, und 4, noch e, und 4, trefien können. (Träfen sich z. D 
e, und /,. so müssten die vier Ebenen 

[a,%k) [bg] [Ba] [Bb,] 
durch einen Punkt laufen; es ist aber [5,9], [Bb,] = 9 und [a,h,). | DBa,]| = «a: 
es müssten sich also a, und 9, treffen, was offenbar nieht der Fall ist. da 
die Construction von g das willkürlich zu wählende Element a, gar nieht 
enthält, und ähnlich in den übrigen drei Fällen). 
Wir bezeiehnen die neue Gerade der kubischen Fläche 
Kal, lese] = 4. 


Schliesslich erhalten wir als Sehnittlinie der beiden Ebenen 
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db,k] und [b,%,| 
och eine Gerade der kubischen Fläche, weil dieselbe auch vier Punkte 
ler Fläche enthält: denn es treffen sich weder 5b, und b,, noch b, und #.. 
noch %, und b,, noch %, und %,, wie unmittelbar einleuchtet: die Gerade 

[b,k,]. [b.k;] h. 
trifft sowohl 4 als auch g;: denn die beiden Ebenen 

a,g| und [b%,], 
leren jede noch eine dritte Gerade der kubischen Fläche enthält, nämliel 
q und Ay, schneiden sieh in einer (reraden, welche nieht ganz der FÜ a 
oehören kann, wohl aber schon zwei Punkte derselben enthält, nämlich dis 
Punkte (a,%,), und (g,b,), folglich nur noch einen dritten Punkt enthalte) 
kann, in welehem sich 9, und 4, treffen müssen. Ebenso müssen die bei- 


den Ebenen 

4b) und [dA]. 
welehe noch die dritten Geraden /, und %k, enthalten. sich in einer Geradeı 
schneiden, die nicht ganz der kubischen Fläche angehören kann, wohl abeı 
die beiden Punkte derselben (4,5b,) und (Lk) enthält, also nur noch einen 
dritten Punkt der Fläche enthalten kann, in welchem sich /, und 4, trefteı 
müssen. 

Endlich begegnen sich auch g, und 4, weil die beiden Ebenen 

It) und lag 
in denen l, und G; als dritte Gerade lleren. sich in einer Geraden schnei 
den, welche die beiden Punkte der Fläche (4,9) und (La,) enthält. also nu 
noch einen dritten Punkt der Fläche enthalten kann. in dem sieh 7. und g 
begegnen müssen. 

Da von den drei (Geraden gh;t, jede den beiden übrigen be ONET, 
so müssen sie sich entweder in einem Punkte schneiden oder in einer Eben: 
liegen: ersteres kann nicht der Fall sein, folglich muss letzteres eintreten. 
In der That zeigt sich, dass die drei Geraden g; k,l nicht zu je zweien in 
drei verschiedenen Ebenen liegen können, sondern in einer Ebene lieren 
müssen, wenn wir bemerken, dass die durch q, und A, geleete Ebene nuı 
noch eine dritte Gerade der kubischen Fläche enthalten kann: und da g 
von a,9,0,9, und k, von b,k,b,k, bereits getroffen wird. so müssen die Dureh- 
stossungspunkte der Ebene [94;) durch die übrigen Geraden e, & 4, 41, aut 
der dritten Geraden liegen; da aber c,cl, in einer Ebene liegen und auch 
ll, in einer Ebene liegen, so muss die ganze Gerade /,. welehe die Schnitt- 
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linie der beiden letzten Ebenen ist, in der Ebene [94,] als dritte Gerald 


der kubischen Fläche enthalten sein. und wir haben erwiesen. dass 


in einer Ebene liegen. 
Nunmehr besitzen wir auf der kubischen Fläche F® die reellen 15 
(reraden: 
u db 99 WEG hm Uhl, 
welche sich zu je dreien in folgende 15 Ebenen vertheilen: 
495 GG all, ah, ach Wwch, 
bi bg bay bag bikk, b&k,k, 
66h Uhl, gikzl;. 
Diese Configuration von 15 Geraden und 15 Ebenen ist eine derartige, dass 
ebenso wie in jeder der 15 Ebenen drei der Geraden liegen, auch durelı 
jede der 15 Geraden drei der Ebenen gehen, also jede Gerade von sechs 
anderen getroffen wird, von den acht übrigen aber nicht getroffen wird 
Die Zahl der Treffpunkte dieser Geraden beträgt also eich = 45. Diese 


45 Punkte liegen noch in anderer Weise zu je dreien auf Geraden ver- 
theilt, die »öcht ganz der kubischen Fläche angehören: es liegen z. B. die 
je drei Punkte 

4a,9;) (kık;) (UL), (a9) (ak) (C19:). (a19;) (ak,) (1g:), (a1) (kık;) (cl 
auf einer Geraden, und dies sind vier Gerade, die durch denselben Punkt 
(a,9;) hindurchgehen. Da durch jeden der 45 Punkte in dieser Weise vie: 
der neuen Geraden hindurchgehen, jede aber drei Punkte enthält, so be 


ken) 


kommen wir ud Ta 60 Gerade. Diese 60 Geraden liegen ferner zu je vieren 
in einer Ebene und bilden in derselben ein vollständiges Vierseit, dessen 
sechs Eeken allemal sechs der 45 Punkte sind; so bilden die sechs Punkte 
09) (ah) (Mk) (bie) (ca) (Hub, 
die sechs Eeken eines vollständigen Vierseits, indem sie zu je dreien aut 
vier Geraden liegen; ebenso bilden 
(09) (ob) (kKik) (bb) A) (ch) 
die sechs Eeken eines vollständigen Vierseits, indem sie zu je dreien aui 
vier Geraden liegen. 
Solcher Ebenen giebt es 15, denn durch jeden der 45 Punkte gehen 
nur zwei (wie z.B. durch (a,g;)) und jede Ebene enthält sechs der Punkte. 
45.2 


also = 15 Ebenen. 
) 
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Wir haben also folgende Configuration: 


15 Punkte, 60 Gerade. 15 Ebenen. 
dureh jeden Punkt: in jeder Geraden: in jeder Ebene: 
2 Ebenen. 4 Gerade. 5 Punkte. 6 Punkte. 4 Gerade. 


(Auf die hierzu gehörige vollständige Figur habe ich an einem an 
deren Orte aufmerksam gemacht, siehe Schloemilch, Zeitschr. f. Math. u. 
Phys. 2%. Jahrg., 5. 380.) 

Wir haben bis jetzt auf der kubischen Fläche F" nur 15 Gerade 
ermittelt. die immer reell sein müssen nach der ausgeführten Construetion 
und in der eigenthümlichen Lage sich befinden, wie sie schon in deı 
früheren Arbeit des Verfassers (a. a. ©.) für die dort q, genannten Geraden 
nachgewiesen ist. 

Die kubische Fläche enthält aber noch 12 Gerade, die imaginär sein 
können und eine Schlaefflische Doppelsechs bilden: zu diesen gelangt man 
unmittelbar, wenn man die beiden Geraden 

i, und © 
ermittelt, welche den vier gegebenen Geraden 
SE VG mE 

gleichzeitig begegnen: sodann folgen sofort acht weitere Gerade, denn die 
Ebenen 

a8), Id), Iaül, Ibül, Tail. [bil Tai], [bei 
enthalten je noch eine dritte Gerade, nämlich beziehungsweise: 

8. b;. a). D. d;. n. (d;. b;. 


und da die vier Geraden a, b, a,b, von der Geraden i, gleichzeitig wetroften 
werden, so müssen sie noch von einer zweiten Geraden h, getroffen werden: 
da endlich die vier Geraden a; b; a, b, von der Geraden i, gleichzeitig „e- 
troften werden, so müssen sie noch von einer zweiten Geraden A, getroffen 
werden: also haben wir die zwölf neuen Geraden: 


. u u 3 


ee. zz aaa —ı—ıi—g ke, 
welche eine Schlaefflische Doppelsechs bilden: 
, A a m bb 
i u «a m m, 
In der That sehen wir, dass jede Gerade der ersten Horizontalreihe 
Jeder der zweiten begegnen muss mit Ausnahme derjenigen, welche mit ihr 
in derselben Verticalreihe steht, und ebenso, dass jede Gerade der zweiten 


38* 
























300 Schroeter, lineare Constructionen zur Erzeugung der kubischen Fläche. 


IHorizontalreihe jeder der ersten begegnen muss mit Ausnahme derjenigen. 
welche mit ihr in derselben Vertiealreihe steht, wodurch die Sehlaeffliseh, 
Doppelsechs charakterisirt wird. 

Da die Ebene [üa,| die dritte Gerade a} und die Ebene [üb] 
dritte Gerade 5) enthält, so wird die Schnittlinie beider Ebenen 


ii 


[üa,], üb, | 
nicht der kubisehen Fläche angehören können, wohl aber zwei Punkt 
(derselben 
(,b,) und (ia,) 
enthalten, folglich noch einen einzigen dritten Punkt, in dem sieh notlı 
wendig a, und b, begegnen. In gleicher Weise erkennen wir, dass 


a, den Geraden 5b} @ b; 


b; % 6 a, a, b, 
TR ni $ a, b, b; 
b\ u = a, b, a, begegnen muss. 


Da auch ö, und A, den vier Geraden a, b; a, b, gleichzeitig begegnen. 
so bleibt nur noch nachzuweisen übrig, dass ö, und A, sieh treffen. Dies 
erhellt auch sofort, wenn wir dureh die fünf Geraden 

u u u €, 

von denen die beiden letzten den drei ersten „leichzeitig begegnen. ei 
Ivperboloid gelest uns denken: dasselbe hat mit der kubischen Fläche F 
bereits fünf gerade Linien gemeinschaftlich, kann also nur noch eine Gerald: 
mit ihr gemein haben: und zwar muss dieselbe derjenigen zweiten Regel 
schaar angehören, zu welcher 5} b; gehören: (denn gehörte sie zur ersten 
tegelschaar (i, a, a), so hätte die kubische Fläche F® mit dem Hyperbo 
loid vier Gerade einer Regelschaar gemein, also die ganze zweite Regel 
schaar müsste auf der F liegen, was ohne ein Zerfallen von F® nicht 
möglich ist.) Die gesuchte sechste Gerade der F© muss daher den dreien 
i,a, a, gleichzeitig begegnen; nun wissen wir, dass ausser bi b) noch ö, und 
h, jenen dreien ö, a; a, gleichzeitig begegnen; da aber ö, und ö, sich nich 
treffen können. so muss A, auch ö, treffen, und die sechs Geraden 

EEE —E ai 
eehören den beiden Regelschaaren eines Hyperboloids an. Dass die aus 
den zwölf Geraden der Doppelseehs hervorgehenden 15 neuen Geraden mit 
den früher gefundenen 15 Geraden identisch sind, folgt nun so: 
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Da von den zwölf Geraden der Doppelsechs: 
u U Zn NE - 
w2 u» b' a b' 
keine zwei derselben Horizontalreihe und keine zwei derselben Vertiealreihe 
sich begegnen, sonst aber jede Gerade der einen Horizontalreihe jede der 
ındern trifft, so treten zu den unmittelbar gerebenen Geraden 
ha], a] =a, [üa], [üa 7 
üb], 6b) =b, i,b,|, |ü,5 h 
zunächst sechs andere; denn die Ebene [i5b,| wird nur noch die einzige 
dritte Gerade b, der kubischen Fläche enthalten, und die Ebene |gb,\ ent 
hält nur noch die einzige Gerade e,; da aber ö, und b,, sowie g, und 5b 


sich begegnen, so müssen auch ec, und db, sich treffen: ebenso folet aus dem 


> 


2 2 . 149 wr m E 
äumlichen Vierseit  '”? , dass e, und «a, sieh treffen. aus dem räumlichen 


1, b, 
. u Te or + . hr ” 
\1erseit Fra dass e, und 5} sich treffen, und endlich aus dem räumlichen 
), ), 
RN 16.9, er ’ i 
Vıierseit 5 dass auch e, und & sieh treffen: da ferner, wie wir wissen. 
( ) 
ur. 


b; und a, sieh treffen, sowie b} und @& sich treffen, so muss die Sehnittlinie 


der beiden Ebenen |b,@| und [bia;|, weil keine Gerade der einen Ebene 
keiner der andern begegnet, ganz der kubischen Fläche angehören. und da 
c, allen vieren begegnet, so muss 
b’a,\. ba = c 
sein. In ganz derselben Weise finden wir 
a,b;|, \a,b c 
'a,b,|, |a,b, l. ab,|, a,b. / 
155b:]., || =g aa. ad k;. 
erner wissen wir, dass die Ebene |A,«a,| nur noch eine dritte Gerade deı 
kubischen Fläche enthalten kann, und aus dem räumlichen Vierseit ö , 


dass diese dritte Gerade der Geraden a, beregnen muss, sowie aus dem 


.. u 8 ' u | 
‚ıeTselt pi? dass sie auch b; bereenen muss, und endlich aus dem 
d,D, BR 
v. a " 
Vierseit Ip) dass sie auch der Geraden b, begegnen muss; folelich muss 
d,0 : 
. | 


die dritte Gerade der Ebene |h,a;| den drei Geraden «a, b, b, eleiehzeitig 


begegnen; dasselbe muss auch die dritte Gerade der Ebene [h,a;) thun: 
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folglich muss die Schnittlinie der beiden Ebenen [h,a;) und [h,a| dies: 
dritte Gerade sein, weil keine Gerade der einen Ebene keiner der ander 
begegnet. Nun giebt es aber ausser den Geraden ö, und ö nur noeh ein: 
einzige Gerade der kubischen Fläche, welche gleichzeitig «a, b, b, trifft. näm 
lich g,. folglich muss 

[ha], [ya] = gı 
sein, und in gleicher Weise finden wir 


(hal, [va] =g. [kb], [,d55)| = |[h,bi], [R.bi]| = $.. 


Endlich haben wir noch die Ebene [ö%,] zu betrachten; dieselbe enthäl: 


nur noch eine dritte Gerade der kubisechen Fläche, und dieselbe mus: 


- i ib: un h ia 
weeoren des Vierseits n : der Geraden &. weoren des Vierseits r x de 
i t.G. i WM 
s l n 2 l 
4 ve . l d, 4 vr. 
(seraden Ö, und wegen des Vierseits R % der Geraden #,. wesen des Vie: 
< l, 5 Ä 
ö ia: Een . ib: 
seits |, der Geraden e,, wegen des Vierseits ur der Geraden q,. als 
1,0, 1,9, 1 


den fünf Geraden ec, ob, k,g, gleichzeitig begegnen: es giebt aber nur ein 
solche Gerade /; der kubischen Fläche, folglich muss 7, in der Ebene [ö, 4 
liegen und aus gleichen Gründen in der Ebene |öA,]. mithin ist 
A], [ahıli = b. 
Wir haben somit alle 15 früheren Geraden der kubischen Fläche aus 
den zwölf Geraden der Doppelsechs wiedergefunden und dadurch das voll 
ständige Arrangement der 27 Geraden der kubischen Fläche hergestellt. 
wie es auch aus den andern Erzeugungsweisen derselben sich ergiebt. 
d. Zu der vierten Erzeugungsweise der kubischen Fläche geben wi 
zwei beliebige Punkte WU, MW und eine Gerade a;. 
zwei beliebige Ebenen 5, /, und eine Gerade b,, 
endlich noch einen Punkt ® 
und drehen um letzteren eine veränderliche Ebene £, welche die Ebenen > 
und 5, in den Geraden x, und x, schneidet, die Gerade 5, in dem Punkte x 
triftt, also 
ee KA Gh), 


dann wird der Sehnittpunkt 
(Ar) Am] la]) = 
eine kubische Fläche F% beschreiben. 


In der 'T'hat, bewegen wir auf einer beliebig gewählten Geraden / 
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einen veränderliehen Punkt 9, und trifft 
die Gerade |A,y die Ebene A, in X. 
UY  . u 
die Ebene a,y „ Gerade db), in x, 
so beschreiben bei der Bewegung x, & X drei projeetive Punktreihen aut 
den Geraden 
Al, Pp: Al], Pe) b. 

Die Verbindungsebene [r,%%;] wird daher eine Raumeurve dritter 
Klasse X als Schmiegungsebene umhüllen, und es wird im Allgemeinen 
lreimal vorkommen, dass dieselbe dureh DB «eht. Ist dies aber der Fall. 
so schneidet diese Ebene S die Ebene >, in einer Geraden x,. welehe durch 
r, geht: also geht die Ebene |U,r,] durch die Gerade Ar, . folglich auch 
dureh den Punkt y derselben: ferner schneidet die Ebene 5 die Ebene » 
in einer Geraden z,,. welche durch x geht: also geht die Ebene |Mr 
dureh die Gerade Wr; , mithin auch durch den Punkt y derselben: endlich 
schneidet 5 die Gerade 5b, in x, und die Ebene [a,r,! geht auch dureh y: 
mithin liegt der Punkt (A, 2,1, ]la; |) =y auf der gegebenen Greraden 7, 
und da dies im Allgemeinen dreimal vorkommt, so ist der gesuchte Ort von 
r eine kubische Fläche F®. 

Aus der Erzeugungsweise der kubischen Fläche gehen sotort einige 
(derselben angehörige Elemente hervor. Nehmen wir einen beliebigen 
Punkt p der Sechnittlinie 9,9%: =s und legen die Ebene [pa,], welche 5b 


in dem Punkte x, schneide, so wird die für £< gewählte Ebene [Bpr,) offen 


bar die Gerade 5, in x,, die Ebenen >, 2, in zwei Geraden r, und 
schneiden, welche sich in p begegnen, folglich wird der Schnittpunk: 
Az) Ax,][a;%]))=x in den Punkt p fallen, also dem gesuchten Orte 
angehören, und da p ein beliebig gewählter Punkt der Geraden s war. so 
liegt die ganze Gerade s auf der kubischen Fläche. 

Nehmen wir zweitens einen beliebigen Punkt p auf der Geraden «a 
an und ziehen die Verbindungslinien A,p und Wp , welche bez. den 
Kbenen 5, und 9, in den Punkten b, und b, begegnen mögen, also 

Kin ) Pi) -b, \ U:pı, P)= ba. 
so wird die für S gewählte Ebene 
[Bb,b,] 
die Ebenen 9, und 5, bez. in zwei Geraden x, und x, schneiden, dergestalt. 
dass die Ebenen [A,x,] und [Uxr;)] die Geraden 'A,b, und W,b,,, also den 
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Punkt p enthalten: sehneidet also die Ebene & die Gerade 7, in r, 
müssen die drei Ebenen [A,x,! [U r,] [a,x,] sich in dem Punkte p schneide: 
der auf a, willkürlich gewählt war: folglich gehört dieser Punkt, also auc 


die ganze Gerade a, der kubischen Fläche an. 


Wählen wir für die veränderliche Ebene & insbesondere die Eben: 
[Bb;]. 
so wird x, unbestimmt, ebenso die Ebene [a,x,]: wenn also die Schnittlini: 
85), Alb. BE); Alm 
bezeichnet werden, so muss die Gerade 
A,5,]. [Ab] = g 


ganz der kubischen Fläche angehören. Da sich 5, und b, auf s schneiden 





| 
I 
L 


so geht auch y durch diesen Schnittpunkt, also begegnen sieh g und s 
Wählen wir ferner tür die veränderliche Ebene 
5: = [BA], 
so fallen [U x,| und [%@,] zusammen: trifft daher die Ebene S die Gerade | 
in b; 


BAR], 5) = :b,, 
so wird die Sehnittlinie 
[BA], [eb;]| = / 


ganz auf der kubischen Fläche liegen und den beiden Geraden a, und 
begegnen: denn es ıst = (b;,N). 
Wir haben also auf der kubischen Fläche die vier Geraden 
Au SE “ur N 
aus denen sofort eine fünfte folgt. die Schnittlinie der beiden Ebenen 
= B; 
denn es treffen sich. wie leieht zu sehen ist. weder s und a,. noch s w 





Isq|. la;lı 

/, noch g und a,, noch g und /, tolglieh muss die Schnittlinie der beiden 

Kbenen |sqg| und [a,!| ganz auf der kubischen Fläche liegen, weil sie vie 
1891| dt) - 

Punkte derselben enthält. 


Drehen wir die veränderliche Ebene < um den Strahl BMW, , so fällı 





die Ebene [A,x,] mit $ zusammen, die Schnittlinie von [AU,x,] und [Ir 
wird also ©, selbst und beschreibt in der Ebene 5, ein Strahlbüschel un 
den festen Punkt 


/ 10) :<E \ 
\ BU, . [?2 — I, 


\ -/ 


während die Ebene [a,x,] ein mit diesem Strahlbüschel projectives Ebenen- 
büschel um die Axe a, beschreibt. Der Schnittpunkt ([A,x, [U x;][a,r;) =! 
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wird also in der Ebene 5, einen Kegelsehnitt beschreiben, das Erzeugniss 


zweier projeetiven Strahlbüschel, deren Mittelpunkte der Punkt B, und der 
Durchsehnittspunkt 

(2) = 0; 
sind. Drei weitere Punkte dieses Kegelschnittes erhält man, wenn man 
die Ebene 5 einmal noch durch den dritten Punkt U, legt, wodureh also der 
Durchschnittspunkt 


(Pal) = 1. 


hervorgeht; sodann wenn man £ durch den Punkt 

(2,5) = 6, 
als dritten Punkt hindurchlegt, woraus hervorgeht, dass auch ©, auf diesem 
IKegelschnitt liegt; endlich wenn man diejenige Gerade d bestimmt, welche 


von ® ausgehend a, und 5, gleichzeitig trifft, also 


Ba;], [Bb,]| = d, 
und für die Ebene $ die Ebene [AA,) wählt: alsdann wird 
+) Pr = 
,d) — D, 


offenbar auch auf diesem Kegelschnitt liegen: also der in der Ebene 7 
liegende, der kubischen Fläche angehörige Kegelschnitt ist durch die fünt 
Punkte 
BE eh 5 
verade bestimmt. Ebenso erhalten wir in der Ebene ?, einen auf der 
kubischen Fläche liegenden Kegelschnitt. welcher dureh die fünf Punkte 
u a u 1 
bestimmt wird, wobei bedeuten: 
= (Pa), = (ABA), 6 3.8); ®B; 2.0) el: 
Die Ebene [BA,A,] enthält ausser der Geraden Z! noch einen Kegelschnitt 
der kubischen Fläche, welcher offenbar dureh die Punkte 8,93, und die 
Durchstossungspunkte der Ebene [BA,Q,] mit den Geraden s und g hindureh- 


eehen muss, ausserdem aber auch die Punkte U, WU, selbst enthält. demn 


diese gehören, wie leicht zu sehen ist, dem gesuchten Orte an. Bezeichne:i 
man nämlich die Punkte 
( AA, 4 P:) — C). fa; A; |, b, - e; 


und wählt für die veränderliche Ebene & die Ebene 
[Bee;]. 

so ist klar, dass [U,r,] durch We, , folglich auch durch U, geht und dass 

‚4 %;] = [a,8,) auch dureh U, geht; folglich schneiden sich drei entsprechende 
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lÜbenen in dem Punkte W,; derselbe gehört also dem gesuchten Orte an. 
und ebenso U. Bezeichnen wir den Schnittpunkt 
(BA), ße) = S, 
so ist der Kegelschnitt durch die Punkte 
U BB © 
gerade bestimmt. 

Von den zur Construction der kubischen Fläche gegebenen Elemente: 

enthält dieselbe also: 
die Punkte A, WU, und die Gerade a;, 
die Punkte (P,b,) (Psb;) ([BA,Y:], 53), 

die Punkte (BA, , Pr) CBU;\, pP) und die Gerade P,P:|, 
endlich noch die oben eonstruirten Geraden g und /, wodureh schon melı 
als 19 einfache Bestimmungsstücke derselben bekannt sind. Der Punkt ) 
liest nicht auf der kubischen Fläche: die Ebenen A, % und [BA 
schneiden sie in je einer Geraden und einem Kegelschnitt, zu dessen DBe- 
stimmung je fünf Punkte bekannt sind. Die Gerade 5b, liegt nieht ganz 
auf der kubischen Fläche, sondern enthält nur drei Punkte derselben. 

Um die übrigen Geraden der kubischen Fläche F zu erhalten, be- 
zeichnen wir die beiden bekannten Kegelschnitte, welehe in den Ebene: 
3, und >, liegen, dureh 

Kr und KK; 
die Gerade 7 begegnet ihnen in den oben genannten Punkten (, b. Durel 
jeden Punkt des Kegelsehnittes N}? giebt es eine und nur eine einzig 
(serade, welche gleichzeitig den beiden Geraden 
! und g 

begegnet, und die Gesammtheit aller dieser Geraden wird eine geradlinig: 
Fläche dritter Ordnung Pb sein; denn eine beliebige Gerade r im 
kaume wird im Allgemeinen von drei Erzeugenden der Fläche $® ve- 
troffen. In der That schneidet das durch die drei Geraden /gr gelegte 
Hyperboloid den Kegelschnitt 8} in vier Punkten, von denen einer der 


Punkt [, ist: es bleiben also nur noch drei Punkte von KU übrige, welche 


g, 
die Eigenschaft besitzen, dass durch jeden eine Erzeugende der Fläche & 
seht, die der willkürlich gewählten Geraden r begegnet; folglich ist die 
eeradlinige Fläche 2 vom dritten Grade. Sie enthält die Gerade / ganz. 
und zwar gehen durch jeden Punkt von / zwei Erzeugende von P, weil, 
wenn p ein Punkt von / ist, die Ebene [pg] den Kegelschnitt K{” in zwei 
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Punkten trifft, die mit p verbunden zwei Erzeugende der Fläche 2") liefern. 
Dieselbe schneidet nun den Kegelschnitt 8°, der in der Ebene 7, liext, im 
Allgemeinen in sechs Punkten, zu denen der Punkt [, gehört, und zwar 
muss dieser als Doppelpunkt der Durchsehnittseurve von D® und 9, ze- 
zählt werden, weil durch ihn zwei Erzeugende der Fläche 2% »ehen: es 
bleiben also im Allgemeinen nur noch vier gemeinschaftliche Punkte 
ı, oo ı IX 
übrig, deren jeder die Eigenschaft besitzen muss, dass dureh ihn je eine 
Gerade geht, welche gleichzeitig den Geraden /g und den Kegelschnitten 
RD und 5° begegnet: eine solche Gerade muss aber, weil sie vier Punkte 
der kubischen Fläche F' enthält, derselben ganz angehören. Wir haben 
also vier neue (rerade 
Eu ur 
auf unserer Fläche F" „efunden und erhalten dureh dieselben die acht 
Übenen 
gr) igr) Igrl (gr, 
Ir) [Ur] [r;] Ir,;], 
deren jede die Fläche F'” nothwendig in noch einer dritten Geraden schnei- 


den muss. wodureh wir die acht neuen Geraden 


erhalten, von denen die vier ersten gleichzeitig von y, die vier letzteren 


gleichzeitig von / getroffen werden. Nun wird die Ebene /,. welche den 


Kegelschnitt St} und die Gerade s der kubischen Fläche F" enthält, von 


der Ebene [/r,], welche als dritte Gerade der kubischen Fläche #, enthält, 
in einer Geraden geschnitten, die nicht ganz der kubischen Fläche ange- 
hört, also nur drei Punkte derselben enthalten kann: von diesen sind zwei 
die Treffpunkte von /! und r, mit dem Kegelschnitt St”, folglich müssen 
sich in dem dritten die Geraden s und £, treffen, und aus «leichem Grunde 
trifft s die Geraden %, f, £,. also ist s die zweite Gerade (ausser "). welche 
den vieren 

ee 
gleichzeitig begegnet. 

Ferner schneiden sich die Ebenen [gr,] (welche s, als dritte Gerade 
enthält) und [ZA] (welche a, als dritte Gerade enthält) in einer Geraden. 
die nicht ganz der kubischen Fläche F® angehören kann, folglich nur 
Du 
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drei Punkte derselben enthält; von diesen sind zwei die Treffpunkte (g% 
und (/r,); mithin müssen sich in dem dritten s, und a, begegnen; die Gerade 
a, trifft also s, und aus gleichem Grunde s,s; s,, mithin ist a, die zweite 
(rerade (ausser g), welche den vieren 











ar 


J 


s; 
gleichzeitig begegnet. 






















Bemerken wir noch, dass, weil g und / sich nicht treffen, auch keine 
zwei der vier Geraden r,r,r;r, sich begegnen können, dass ferner, weil 
g und a, sich nicht treffen, auch keine zwei der Geraden s; 5, 8,5, sich be- 
gegnen können, dass endlich, weil s und 7 sich nicht treffen, auch keine 
zwei der Geraden #, & t, t, sich begegnen können; ausserdem erkennen wir. 
dass die Schnittlinie der beiden Ebenen [gr,] und [Zr,], welche als dritte 
(serade s, und #, enthalten, nicht ganz auf der kubischen Fläche F 
liegen kann, also nur drei Punkte derselben enthält, von denen zwei (gr 
und (/r,) sind, folglieh müssen sieh im dritten s, und £, begegnen. Es 
trifft in gleicher Weise 

Sı. 2, S;, Sy, 

bez. die Geraden BER. EEE Ei ih, 

Dagegen leuchtet ein, dass s, und #, sich nicht treffen können; denn wäre 
dies der Fall, so müssten #4 4 t;£, hyperboloidische Lage haben, weil sie 
von den drei Geraden s, s/ gleichzeitig getroffen würden, d. h. alle Geraden, 
welche drei von ihnen träfen, müssten auch die vierte treffen, daher würde 
die kubische Fläche F" zerfallen in ein Hyperboloid und noch eine Ebene. 
in der die Geraden r,r,r;r, liegen müssten, was nach dem Obigen unzu- 
lässig ist. Es treffen sich daher weder s, und £, noch s; und &,, noch s 
und #4, noch s, und E#.. 

Hieraus folet weiter, dass die Schnittlinie der beiden Ebenen 
la,s,| und [st] 





eanz auf der kubischen Fläche F“ enthalten sein muss; denn es treten 





sich weder a, und s, noch a, und #,, noch s und s,, noch f, und s;; wii 





erhalten hierdureh vier neue Gerade der kubischen Fläche 








la;s,], [st] =g, [8], [Sb], 85], [sb] =, le], [st]i = g: 








und endlieh noch sechs Gerade, wenn wir bemerken, dass die Schnittlinie 





der beiden Ebenen 





st) und Is#] 
ganz der kubischen Fläche F®’ angehören muss, weil weder s, und s,, noch 
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s, und £,, noch £, und £,, noch £, und s, sich begegnen; wir erhalten da- 
durch folgende sechs Gerade der kubisehen Fläche: 


sit], [et = ge, [sb], Ist) = 95, Sit), stil = gu. 
[8265], [st] = 95, [set], st) = gu, stil, [b]| = 9, 


und hierdureh ist die Gesammtheit der 27 Geraden auf der kubischen 
Fläche F“ erschöpft; wir haben nämlich 
die 5 Geraden U Tr 7 
die 4 mal 4 Geraden rınrzr,, 99:55, bbbl, HR; 
die 6 Geraden 92 I I 93 9a Isa; 
also zusammen 27 Gerade auf der kubischen Fläche F®. Diese liegen 
ihrer Construction gemäss zu je dreien zunächst in den dreissig Ebenen: 
[a,lk) und [sgk) 
rs) lgrs) (ars) [gras] 
rt) [rt] [rt] (ir) 
SM) 3) 85) (arsıq, 
stq) [sb] Isbg) Istug;) 
sg) (sıb95]) Stau) 
(sg She) I 
695) (tgl [s5tg:) 
Ssstg5] Islgul sit5ge], 
sodann aber noch zu je dreien in 15 weiteren Ebenen, zu denen wir auf 
folgende Weise gelangen: Die Ebenen [gsır,] und [st,g,] schneiden sich in 
einer Geraden, welche nicht ganz der kubischen Fläche angehören kann. 
also nur drei Punkte von ihr enthält, von denen zwei (gs) und (s,&) sind: 
folglich müssen sich im dritten r, und g, treffen. Ebenso folgt aus den bei- 
den Ebenen [s,gr,] und [t;s,g;,,], dass r, und 9, sich begegnen, und aus den 
beiden Ebenen [st,g] und [%s,g;,], dass g und 9, sich begegnen; folglich 
ist die Gerade g;, die dritte in der Ebene [r,g;) enthaltene Gerade, und in 
gleicher Weise ist g,, die dritte in der Ebene [r,gq,] enthaltene Gerade. Die 
beiden Ebenen [r,g] und [r,q,] schneiden sich aber in einer Geraden, 
welche ganz der kubischen Fläche angehören muss, weil weder r, und r,. 


noch r, und q,, noch g und r,, noch g, und q, sich begegnen, also ist 


(ng), In] = 9 
Auf solehe Weise erhalten wir die zwölt Ebenen: 
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(n19:94) Ir9:94] [1993] 
[r: gq: 9) Ir; qı 9 Irıq: 9:5] 
Ing94) Ing] [7549] 
[39:94] [99:5] Hg]. 

Endlieh resultiren die drei letzten Ebenen aus der Bemerkung, dass 
die beiden Ebenen [s,&,9,] und [tzs;g,,] in einer Geraden sich schneiden. 
welche nicht ganz der kubischen Fläche angehören kann, also nur drei 



































Punkte derselben enthält, von denen zwei (s,4) und (sb) sind; in dem 
dritten müssen sich also g, und g;,, treffen; aus den beiden Ebenen [s.t,g,, 
und [a,;!k] folgt, dass g, und % sich begegnen, und aus den beiden Ebeneı 
(435,9,) und [sgk], dass g, und k sich begegnen; folglich ist % die dritte 
(serade in der Ebene [9.9;,] und in gleicher Weise auch in der Eben 
959.,) und in der Ebene [9,95]; also erhalten wir die drei letzten Ebene: 
[9:94hkl [gıgahl [995%] 

und sehen, dass die 27 Geraden der kubischen Fläche sich zu je dreien 
in 45 Ebenen vertheilen, ein Arrangement, wie es bekanntlich auch aus 
den früheren Erzeugungsweisen der kubischen Fläche hervortritt. 

Wir bemerken noch, dass von diesen Geraden u. a. auch je zwöli 
zu einer Schlaefflischen Doppelsechs zusammentreten, nämlich 





s I! ss 852 5 8% sa rn rn 
oder auch |) 
la; gi tb 5 | 2 GG M. 


m 
EN 
m 


wie aus dem Obigen leicht zu erkennen ist. 
6. Was die Realität der 27 Geraden bei dieser Erzeugungsweis: 
der kubischen Fläche anbelangt, so wissen wir, dass von den oben mit 
Fu 
bezeichneten Durehscehnittspunkten des Kegelschnitts 85? mit einer Curve 
dritten Grades, welche in einem Kegelschnittpunkte einen Doppelpunkt hat. 
entweder alle vier, oder zwei, oder keiner reell sein werden. Sind alle 
vier, bt, t,, reell, so werden offenbar sämmtliche 27 Geraden der kubischen 
Fläche reell; sind nur zwei, t, und v,. reell, so enthält die kubische Fläche 
nur 15 reelle und zwölf imaginäre Gerade; die 15 reellen Geraden sind: 
ss ss qaikır, ns ss ıı bh dh a In I 
gehören einer Doppelsechs an: 
ss b rn MG gIu Im 
ss, tu 13 % 95 9% 
Ist keiner von den vier Durchschnittspunkten rt, x; tz rt, reell, so sind notlı- 


Die zwölf imaginären Geraden 
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wendig die 16 Geraden: 


) 9 N; 
Kit Be 
bb u 5 


RG 
sämmtlich ganz imaginär: denn die vier Ebenen [Ir] @=1,2,5, 4) miissen 
imaginär sein, weil, wenn sie reell wären, auch die vier Punkte tr, ree 


4 


| 
sein müssten. Da aber die Ebene [/rt,] = [/r,| imaginär ist, so kann sie 
ausser der reellen Geraden / weder eine reelle Gerade noch eine punktirt- 
imaginäre Gerade enthalten; folglich muss die in ihr liegende Gerade / 
ganz imaginär sein, ebenso wie r,;; denn da die imaginäre Ebene [/v,] aus 
der reellen kubischen Fläche nur einen ganz imaginären Kegelschnitt noch 
ausschneiden kann, welcher sich hier in die beiden Geraden r, und £ aut 
löst, so müssen beide ganz imaginär sein. 

Da ferner die Ebene [/r,] imaginär ist, so kann auch die Eben: 
qt,| nicht reell sein, denn sonst müsste ihre Scehnittlinie vr, wenigstens einen 
reellen Punkt haben, was nicht der Fall ist; oder q und / müssten sich 
begegnen, was auch nicht der Fall ist. Da also die Ebene [gr;| imaginär 
ist, so muss die dritte Gerade s; der kubischen Fläche, welche sie enthält. 
ebenfalls ganz imaginär sein. 

Da endlich die Ebene [gs;] imaginär ist, so kann auch die Ebene 
@,s;) nicht reell sein, denn sonst müsste entweder ihre Sehnittlinie s, wenig- 
stens einen reellen Punkt enthalten, was nicht der Fall ist, oder y und a 
müssten sich treffen, was auch nicht der Fall ist; da also die Ebene [a.,s 
imaginär ist, so muss auch q,, die dritte Gerade, in welcher sie die kubische 
Fläche schneidet, ganz imaginär sein. 

ls müssen also die sechszehn Geraden 

rs bg 
sanz imaginär sein, und die sechszehn Ebenen 
[gr;s) [rt (a;s;4;)  \stiq;) 
sind gleichfalls imaginär. 
Dass auch die zwölf Ebenen 

sg Ama 
imaginär sein müssen, erkennen wir so: Wäre z. B. [sı&,g,.] reell, so 
müsste, da die Ebene [s,g,a,! imaginär ist, ihre Schnittlinie s, wenigstens 


einen reellen Punkt haben. was nieht der Fall ist. 
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Endlich sind auch die zwölf Ebenen 
[r;q,] (,k=1,2,3,4 
imaginär; denn wäre z. B. [r,99,] reell, so müsste, da [r,s,g] imaginär 
ist, die Schnittlinie r, wenigstens einen reellen Punkt haben, was nicht der 
Fall ist. 


Wir haben also nach den 16 ganz imaginären Geraden r; 8,1; q;, zu 


denen die fünf reellen Geraden a,sg/!%k hinzukommen, nur noch die sechs 
übrigen 

Iı I Is Ia Iu Is 
hinsichtlich ihrer Realität zu untersuchen, und nach den 40 imaginären 
Ebenen, deren jede die kubische Fläche in drei Geraden schneidet, und zu 
denen noch die beiden reellen Ebenen 

(a;lk] und [sgk] 

kommen, nur noch die drei übrigen Ebenen 

9:9ah] [gs9ah] [gugesh] 
hinsichtlich ihrer Realität zu untersuchen. 

Was zunächst die sechs Geraden g,, anbetrifft, so können sie nich! 
ganz imaginär, sondern müssen entweder reell oder punktirt-imaginär sein: 
denn da die Ebene [s;t,g,,| imaginär ist, so muss sie eine reelle Gerade 
enthalten, welche der reellen kubischen Fläche mindestens in einem reellen 
Punkte begegnen muss; da dieser aber auf s; und #, nicht liegen kann, so 
muss er auf g, liegen; oder g, kann selbst die einzige reelle in der imagi- 
nären Ebene enthaltene Gerade sein; mithin muss g, entweder punktir: 
imaginär oder reell sein. 

Alle sechs Geraden g,, können nicht gleichzeitig reell sein, denn 
sonst hätten wir durch die reelle Gerade %k fünf reelle Ebenen, deren jedı 
die kubische Fläche noch in einem reellen Linienpaare schnitte; damı 
missen aber, wenn wir aus vieren dieser Linienpaare je eine Gerade heraus 
nehmen, solehe vier Gerade, die gleichzeitig von Ak getroffen werden, noch 
von einer zweiten reellen Geraden getroffen werden, die ganz der F® an- 
gehörte, also eine der 16 übrigen Geraden sein müsste, von denen wir doch 
wissen, dass sie sämmtlich ganz imaginär sind. Folglich muss mindestens 
eine der sechs Geraden punktirt- imaginär sein; nennen wir sie g,, dann 
muss nothwendig auch g,, punktirt-imaginär sein, denn wäre g. reell, so 
müsste in der reellen Ebene |4g,] auch die dritte Gerade 9, reell sein. 
was nicht der Fall ist. 
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Die übrigen vier Geraden 9,3 9.4 9, 9, können auch nieht gleichzeitig 
reell sein; denn wären z. DB. g, und 9, beide reell, so würden die vieı 
windschiefen reellen Geraden 

Ye 95 9 9 
ausser von der einen reellen Geraden k nur noch von einer zweiten reellen 
(reraden geschnitten werden müssen, die der kubischen Fläche angehören 
müsste; sie werden aber faetisch von der Geraden s, zesehnitten: diese 
müsste also reell sein, was nicht der Fall ist. Folslieh können q, und 
g, nicht beide reell sein, sondern eine muss punktirt-imaginär sein: nennen 
wir sie g9,; dann muss offenbar auch g,, punktirt-imaginär sein, und es 
bleibt nur noch für die beiden letzten Geraden 
9 und VER 

nachzusehen, ob sie punktirt-imaginär oder reell sind. 

Um dies zu ermitteln, bemerken wir zuerst, dass die drei Ebenen 

(gg) Ihgıgal Ikgısge] 

cell sein müssen, denn durch eine punktirt-imaginäre Gerade g, zeht nur 
eine einzige reelle Ebene; gehört die punktirt - imaginäre Gerade der 
kubischen Fläche £" an, so kann die dureh (dieselbe oehende reelle lübene 
die kubische Fläche nur noch in einem Kegelsehnitt schneiden, der wedeı 
oanz reell noch ganz imaginär sein darf; denn wäre er reell, so würde 
eine beliebige reelle Gerade in dieser reellen Ebene die kubische Fläche 
nothwendig noch in einem dritten reellen Punkte schneiden müssen, der 
auf g,, liegen müsste, was unmöglich ist, weil g, eine punktirt-imaginäre 
(serade ist. Jener Kegelschnitt kann auch nieht ganz imaginär sein: denn 
sonst würde eine reelle Gerade der reellen Ebene, weil sie den imaginären 
Kegelsehnitt in zwei imaginären Punkten schneidet, die q, noch in einem 
reellen Punkte schneiden müssen, was wiederum unmöglich ist, weil q 
punktirt-imaginär ist. Vielmehr muss in der reellen dureh 9, gehenden 
Ebene der übrige Durehschnittskegelschnitt mit F® zerfallen in eine reelle 
(zerade und eine punktirt-imaginäre Gerade, weil eine beliebige reelle Ge 
rade in dieser reellen Ebene die kubische Fläche in einem reellen und zwei 
imaeinären Punkten schneidet, von denen einer auf q, liegt. Da aber 
solche reellen Geraden unserer reellen Ebene, welche dureh den einzigen 
reellen Punkt der punktirt- imaginären Geraden g,, gehen, die F® in drei 
reellen Punkten schneiden und es auf der zweiten imaginären Geraden 
höchstens nur einen einzigen reellen Punkt zeben kann, so muss dieser 
Bd. XCVI. LU) 
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mit dem reellen Punkte von g, eoineidiren, d. h. unsere einzige durch y 
vchende reelle Ebene muss die kubische Fläche in einer reellen Geraden 
und zwei punktirt-imaginären Geraden schneiden, die in ihrem Schnit: 
punkte den einzigen reellen Punkt gemeinsam haben und von denen y 
eine Ist. 

Sehen wir nun nach, ob durch g, überhaupt eine Ebene «eht. 
welehe ausserdem in einer reellen und in einer punktirt-imaginären Gerade: 
die kubische Fläche noch schneidet, so finden wir, dass es nur eine solch: 
Ebene giebt, nämlich [939.%]. Diese muss daher reell sein, die beiden 
(seraden 9, g., müssen punktirt-imaginär sein und den einzigen reellen 
Punkt (g,,9.,) gemeinsam haben. 

Dasselbe gilt von der Ebene [g9,.9,%] und würde auch von der Eben: 
'959;k] gelten, wenn g, und 9, punktirt-imaginär wären; sind sie abe 
reell, was noch zulässig ist, so ist selbstverständlich ihre Ebene und ih 
Sehnittpunkt reell. 

Um die letzte Frage zu entscheiden, ob die Geraden 9, und y 
punktirt-imaginär oder reell sind, kehren wir zu den früher mit 

u a 5 
bezeichneten vier imaginären Punkten des reellen Kegelsehnitts 85” zurück 
und bemerken, dass durch dieselben ein und nur ein reelles Linienpaa 
ochen muss, d.h. von den drei Linienpaaren 
Lt, ITıkal, Lt, bot; , t,t,| (Lt, 
muss eines reell, die beiden andern punktirt-imaginär sein. Wir wählen 
entsprechend der bereits getroffenen Wahl für das reelle Linienpaar das letzte 
ed, ae 
Dann folgt, dass die drei reellen windschiefen Geraden 
TE 
sämmtlich von den beiden imaginären Geraden r, und r, getroffen werden: 
es lässt sich daher dureh d.,?g ein reelles Hyperboloid 4° legen, welches 


die beiden imaginären Geraden r, und r, ganz enthalten muss; d. h. wenn 


wir irgend eine reelle Gerade nehmen, welche d,,!g gleichzeitig trifft, und 


dureh dieselbe eine beliebige reelie Ebene legen, so muss sie r, und nr, in 
zwei imaginären Punkten treffen, die allemal auf einer reellen Geraden liegen. 

Da das reelle Iyperboloid 4° die beiden imaginären Geraden r, r 
ganz enthält, so wird eine reelle Ebene, welche wir jetzt dureh die Ge- 


vade s legen, dies Ilyperboloid in einem reellen Kegelschnitt schneiden. 
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auf dem die Durehschnittspunkte mit g/r, r, liegen: die durch s gelegte reelle 
Ebene schneidet die kubische Fläche F® ausser in s noch in einem reellen 
Kegelschnitt, welcher den Durehschnittspunkt mit der reellen Geraden / 
enthält (welehe s nicht trifft). Die beiden reellen Kegelschnitte in unserer 
Ebene haben also einen reellen Punkt (den Durchsehnittspunkt der reellen 
bene mit 7) und zwei imaginäre Punkte (die Durchschnittspunkte mit r 
und r,) gemein, folglich nothwendig noch einen zweiten reellen Punkt, der 
mit dem Durehschnittspunkte auf / verbunden eine reelle gemeinschattliche 
Secante beider Kegelschnitte liefert und eine zweite reelle gemeinschatt- 
liehe Secante nothwendig macht, auf welcher die imaginären Durehsehnitts- 
punkte mit r, und r, liegen müssen. Wir schliessen also, dass jede reellı 
durch s gelegte Ebene die imaginären Geraden r, und r, in zwei imaginären 
Punkten treffen muss, die auf einer reellen Geraden liegen. Hieraus folet. 
dass es ein reelles Hyperboloid geben muss, dessen eine Regelschaar den 
drei Geraden sr, r, begegnet oder, was dasselbe sagt, dass durch die reelle 
(rerade s und die beiden imaginären Geraden r,r, ein reelles Ilyperboloid 
sich legen lässt. Dies reelle Hyperboloid schneidet die kubische Fläche 
noch in den drei Geraden gg q,, welche gleichzeitig den dreien sr, r, be- 
vegnen: es hat also mit der kubischen Fläche zwei reelle und vier imagi- 
näre (rerade gemein. 

Nehmen wir nun eine ganz beliebige reelle Ebene e, welche das 
er 
ou.4q 
kubische Fläche F in einer reellen Curve ( 


reelle Hyperboloid in einem reellen Kegelschnitt C° und dis 


(3) a ar » . 
schneidet, deren CCHlecil- 
Fr FL 


sehattlicehe Punkte die sechs Durehschnittspunkte mit | sind. so sehen 


4:4 

wir, dass von denselben zwei reell sind (die Durehsehnittspunkte von 
mit s und g), die vier übrigen imaginär sind, aber nothwendig dureh ein 
und nur ein reelles Linienpaar verbunden sein müssen. Dies reelle Linien 
paar ist leicht zu ermitteln; denn die Durehschnittspunkte von e mit r, und 
q; können nicht auf einer reellen Geraden liegen, weil eine solche die in 
der Ebene [r,9;9.,] befindliche Gerade g,, sonst in einem reellen Punkte 
treffen müsste, und doch hat g,, nur einen einzigen reellen Punkt (9.95). 
der nieht in der willkürlich gewählten Ebene & liegt; also können die 
nicht in einer reellen Geraden 


Durehschnittspunkte von & mit r, und g; 
liegen; ebensowenig die Durchsehnittspunkte von e mit r, und q,, noch 
die mit r, und qg, noch auch die mit r, und q,; also bleiben nur übrig die 


ne ) w 
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Durchsehnittspunkte von & mit r, und vr, auf einer reellen Geraden und die 
Durehschnittspunkte von & mit g, und q, auf der zweiten reellen Geraden. 
Wir schliessen also, jede beliebige reelle Ebene & wird die imaginären 
(seraden r, und r, in zwei imaginären Punkten treffen, die auf einer reellen 
Geraden liegen müssen, und dasseibe gilt von g und q. Solche zwei 
imaginären Geraden r, und r, (oder q, und q,) nennt Herr R. Sturm, au! 
dessen sinmreiche Betrachtungen über die Realität der 27 Geraden (a. a. 0 
>. 251#l.) unsere Untersuchung sieh stützt, zwei conjugirt-imaginäre Gerade 
übenso erkennen wir, dass auch r, und r,, sowie q, und g, zwei conjugirt 
imaginäre Gerade sein müssen, d.h. von jeder reellen Ebene in je zwei 
imaginären Punkten getroffen werden, die auf einer reellen Geraden liegen. 

Legen wir nun endlich dureh die reelle Gerade % ein Büschel von 
reellen Ebenen, so schneidet jede derselben r, und r, in zwei imaginären 
Punkten, die auf einer reellen Geraden liegen, und alle diese Geraden oe 
hören «daher einer Regelschaar eines reellen Hyperboloids an, welches die 
Geraden kr,r, enthält. Dieses reelle Hyperboloid schneidet die kubische 
Fläche FÜ ausserdem in den drei Geraden g/!g;, weil jede derselben 
gleichzeitig den dreien kr, r, begegnet: folglich müssen , Ä E | auf einem 

gig, 

reellen Hyperboloid liegen. und da auf einem solchen eine punktirt-imaginär: 
(Gerade überhaupt nieht liegen kann, sondern nur reelle oder ganz imaginär: 


9, aber keine ganz imaginäre Gerade ist, so muss g;, reell sein. Ebenso 


» 1 . \h d,( ! . r \ y* 
muss auf dem reellen Hyperboloid ) 7°" die reelle Gerade g, liege 


vll 
« 


d,Ss Yır 
Ks müssen also die Geraden g, und g;, reell sein. Dasselbe können wii 


1.0. En . \kr r ! N 
auch sehliessen aus der Realität des Hvperboloids lol ‚4 oder des Ilyper 
i ge Ga : 


‚Ah 14: ! 


holoids 2 


la,sgq, 
Unsere Construetion der kubischen Fläche führt uns also in dem 
Falle, dass vv t,r, sämmtlich imaginär sind, auf diejenige Gattung, welche 
7 reelle Gerade a, s I g k 92 I 
4 punktirt-imaginäre Gerade 95 94 94 Is: 
16 ganz imaginäre Gerade rs; E q; 
enthält, wobei von den 45 Ebenen, welche je drei der kubischen Fläche 
angehörige Gerade enthalten, 40 imaginär und fünf, nämlich: 


ika;l]) [ksg) [kgegs) Ihgısga) [kgugss] 
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reell sind; von diesen enthalten nur drei reelle Geraden-Tripel, die beiden 


übrigen jede eine reelle und zwei punktirt-imaginäre Gerade, die ihren 


reellen Punkt gemeinsam haben; diese fünf reellen Ebenen haben eine der 


sieben reellen Geraden gemeinsam. 


haben 24 die einzige reelle Gerade, welche jede enthalten muss, 


Von den 40 imaginären Tripelebenen 


anz auf 


(y 


der kubischen Fläche liegend, die übrigen 16 nieht, sondern nur je einen 


‚eellen Punkt derselben. 
1. Wir können 


in D. beschriebene Erzeurungsweise 


der kubischen Fläche zurückführen auf eine bekannte Erzeugung derselben 


aus einem Ebenenbüschel und einem mit demselben projeetiven Büschel 


von Flächen zweiter Ordnung, 


welche dieselbe Grundeurve. eine Raum 


eurve vierter Ordnung und erster Species gemein haben: diese zerfällt bei 


unserer Construction in ein Linienpaar und einen Kegelschnitt. 


Indem wir von der 


beschriebenen Erzeugungsweise der kubi 


schen Fläche ausgehen, können wir uns sämmtliche Ebenen durch ®, das 


»anze Ebenenbündel. dadureh 


vergeceenWwartleen, dass WIE 1m dei iesfen 


bene [db;| zuerst eine beliebige Gerade durch ® ziehen, welche in x, deı 


(reraden b, begegne, und die Gerade 


festhalten: alle Ebenen 


“n = 1 m na 1_;: 
NY, als Axe eines Kbenenbüsche] 


Büschels umfassen eine einfache Mannig 


. 5 . | . , 1 y 
taltiekeit: lassen wir Sodann X. die Fanze (Gerade b; durehiaufen, so erhalten 


wir unendlich viele 


r . F Tr . ” : . EEE . 
benen diese: Biische! ulmlass! die doppelte \lannıgtal V"Keli ug 


bündels ), 


Halten wir nun zuerst x; 
das Ebenenbüschel um .die Axe 


zwei ebene Strahlbüschel aus, welche 


schrieben werden: 


festen Punkten x, und X, um welche 


Is 


Die Ebenen [A,x,) und 
die festen Axen Ur, 


ches von der festen Ebene [a;t,] in einem Kegelschnitt 


7 .. | | I ® |! . ı 
;benenbiiscehei . II ({le (tesa VEITERITISE alieı 
en. 
s WLbenen 
(0) hie li 7 ıteh (ije bene d:.| fest: 
.qg 1 1.2 “ 1 “ 
schneidet aus den Ebenen >, und 9 


h a 
von den >Sehnittlinien x, und x, be- 
My a IA; da 
Dr, triffi 5, und 5, Mm den beiden 


sich die Strahlen ur und er drehen. 


beschreiben also ZW e] | ‚benenbüsche] um 


und erzeugen ein Hyperboloid A, wel- 


eesehnitten wird. 


es) 


der auf der kubischen Fläche liegt, weil er nur Schnittpunkte des gesuch- 


ten Ortes 








(U,x,], [A.x:], 
enthält; er ist der übrige Schnitt, in welchem die feste Ebene [a;x,! ausser 
der Geraden a, die kubische Fläche durchschneidet. 


[a;3t,|) = £ 
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Mit der Veränderung von x, auf b, erhalten wir also eine Reihe von 
Hyperboloiden X, die von den zugehörigen Ebenen des Büschels [a,t;] in 
INegelschnitten durchschnitten werden, welche die ganze kubische Fläche 
erfüllen. Es ist nun leicht zu erkennen, dass die Hyperboloide X® ein 
jüschel von Flächen zweiter Ordnung mit derselben Grundeurve beschrei- 
ben und dass dieses Flächenbüschel mit dem Ebenenbüschel [a;r;] pro- 
jeetiv ist. 

In der That, da sich die beiden Geraden x,x, immer auf deı 
Sehnittlinie s= 9, treffen, so gehört die ganze Gerade s dem Hvper- 
boloid X” an, und dasselbe wird schon bestimmt durch die drei wind- 
schiefen Greraden 

Arc An 
Bei der Bewegung von x, auf b, durchlaufen die Punkte x, und x, welche 
auf der Geraden dx; liegen, zwei perspectiv liegende gerade Punktreihen 
auf den Trägern 

9), Alb, VW Alm. 

Die Schnittlinie 

[Ad], [Ü.b,]| = g 
muss also den beiden Geraden Ar, und x, begegnen, weil sie mi 
jeder derselben in einer Ebene liegt. 

Ausserdem begegnet auch g der Geraden s, wie wir aus dem 


oO 


Früheren wissen; also gehört g dem Hyperboloid X” ganz an, weil g drei 


windschiefen Erzeugenden desselben gleichzeitig begegnet. 

Die sämmtlichen Hyperboloide X haben ausser den beiden Ge- 
raden s und g noch die Punkte V, und U, gemeinschaftlich. Ziehen wii 
die Gerade WA,D und suchen den zweiten Schnittpunkt derselben mit den 
Hyvperboloid A auf. Um denselben zu erhalten brauchen wir nur die 
Ebene [BA,r, | zu legen, welche den beiden Erzeugenden Wr, und s in zwei 
Punkten begegnen wird, deren Verbindungslinie die Gerade BU, in dem 
sesuchten Punkte schneiden muss. Die Ebene [BA,x,] schneidet abeı 
x, in dem Punkte x, selbst, weil x, und x, auf dem Strahl Br, | liegen: 
trifft also die Ebene [WA,x,] die Gerade s im Punkte 8, so ist 58 die 
jenige Gerade, welche BA, in dem gesuchten Punkte trifft. Da sich aber 
BU, und 93 in einem Punkte treffen, den wir suchen, so wird jede 
andere Ebene, die durch 'x8 geht, auch durch diesen Treffpunkt gehen 
müssen; die Gerade ‚18 liegt ganz in der Ebene >,, also wird der Treffpunk‘ 

(BA, , P%) = Y, 
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der gesuchte Treffpunkt sein müssen, den wir sehon früher in der Ebene 
3, gefunden hatten; dieser Punkt ist aber völlig unabhängig von den 
Punkten x, und x,, mithin ist er für sämmtliche Hyperboloide X derselbe: 
in gleicher Weise erkennen wir, dass dieselben auch dureh den festen Punki 
BA: |, Pı D; 
vehen müssen; da somit sämmtliche Hyperboloide die feste Ebene [BAY 
in Kegelschnitten schneiden müssen, welche ausser durch die vier festen 
Punkte A, AB, Bd, auch dureh die beiden Sehnittpunkte mit s und g laufen, 
so fallen sie sämmtlich in einen einzigen Kegelschnitt X” zusammen, deı 
in der Ebene [BA,A;] liegt und durch die sechs Punkte schon mehr als 
bestimmt wird. 
Hieraus geht hervor, dass sämmtliche Hyperboloide A einem 
Büschel angehören, dessen Grundeurve aus den beiden in einer Ebene lie 


oenden Geraden g und s und einem Kegelschnitt X besteht, welche: 


voll 


den Geraden g und s getroffen wird; ein besonderes Ilyperboloid dieses 


I 2 B s WILK| 4 ’ B ® . 7 . z I ® 7\ j 1 ® 1 
Büschels zerfällt also ın ein übenenpaar, die Ebene gs! und die Kbene 


NA,A), in welcher der Kegelschnitt X liegt. Die Projeetivität dieses 
| Hyperboloidenbüschels mit dem von der Ebene [a;r,| beschriebenen Ebene: 
büschel erkennen wir daraus, dass die feste Ebene |g?%,]| aus jedem Hvp 
1 | boloid des Büschels einen zweiten Strahl W,x, herausschneidet und dies: 
a] Strahlen ein ebenes Strahlbüschel bilden, welches perspectiv liegt mit dem 


’ \ . { ' .. 1 ı , . . . 
vom Strahle Wr, beschriebenen Strahlbüschel, also auch proieetiv ist mit 
I 


dem von der Ebene [a,2,] beschriebenen Ebenenbüschel: folglich ist auch 


v das Hvperboloidenbüschel mit diesem Ebenenbüschel projeetiv. Dem beso: 


In deren Hyperboloid des ersten Büschels, welches in das Ebenenpaar |; BA, 

1e und 'gs] zerfällt. entspricht die Ebene a,b; |, wo D, den früher bezeieh 
ei neten Punkt 

mn YAM, 5b D 

ei bedeutet. und der Kegelschnitt, in welchem sieh diese beiden entsprechen 
N: den Elemente der beiden Büschel durchschneiden, zerfällt daher in da 
e- Linienpaar /! und Ak, welches auf der kubischen Fläche liegt. 

er 8. Den im Vorhergehenden beschriebenen Erzeugungsweisen der kubi 
de schen Fläche lassen sich noch zwei andere zur Seite stellen, welche von 
en andern Elementen ausgehend, ebenfalls zur Erzeugung der allgemeinen 
ki Fläche dritter Ordnung führen. Um aber den Umfang dieser Arbeit nieht 


zu weit auszudehnen. wollen wir nur die einfach sieh ergebenden Resultate 











Y 
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kurz zusammenstellen, zumal die Untersuchung hier, der früheren ana- 
log, ohne Schwierigkeit durchgeführt werden kann. 
Die eine Erzeugungsweise ist analog der in 2. ausgeführten un 
lautet so: 
ls sind gegeben im Raume drei beliebige Gerade a, a,a, (von dene 
keine zwei einander begegnen) und drei beliebige Ebenen «, «, @,: um einen 
testen Punkt B dreht sich ein veränderliceher Strahl x, der ein Strahlen- 
bündel beschreibt; die Durehscehnittspunkte 
(20,) = U, (70,) = us (203) = MM 
werden bez. mit den festen Axen a, a,a, durch Ebenen verbunden. damn 
beschreibt der Sehnittpunkt je dreier entsprechenden Ebenen 
(lat) lan] lau]) = ı 
eine kubische Fläche FM. 
Dieselbe enthält die drei Geraden a, a,a, ganz: bezeichnen wir so- 
dann die Scehnittpunkte 
(so), (we). a)= 
und 
(BA) >, (Wie) =, ((BUe,) = r,. 
(BA) = pP, (BU) =, (BA) = r;, 
so erhalten wir sechs neue Gerade, die ganz der kubischen Fläche ange- 
hören als die Durcehsehnittslinien der Ebenen: 
[ap] [ap] = 95, [a] [ag] = 91, ları) [er] = g.: 
[ar] [a4;]| = ba, [aP;] [at] =, [a.g,] [ap;]| =}... 
Diese neun Geraden bilden zwei Steinersche Triäder 
% |! 
2 a, | 93 


931 lb, 45, 


indem immer je drei in einer Horizontalreihe und je drei in einer Vertieal- 
reihe stehende Grerade in einer Ebene liegen. 

Zu den übrigen Geraden der kubischen Fläche gelangen wir dureh 
die Regelsehaar von Geraden /,, welche gleichzeitig den drei gegebenen 
(reraden a, a,a, begegnen; die drei Ebenen [al] [a;l,) [a,l,] beschreiben 
bei der Veränderung der /, in der Regelschaar drei projeetive Ebenenbüschel 
und schneiden daher bez. die Ebenen «, &,«, in drei projeetiven Stralhl- 
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hüscheln, von denen x, ©, x, drei entsprechende Strahlen seien: sobald 
nun solche drei entsprechende Strahlen von einem dureh DB gehenden 
Strahle x gleichzeitig getroffen werden in den Punkten x, x; X,. müssen offen 
bar auch die drei entsprechenden Ebenen [a,x,] [a,x;] [a,;r,] sich nicht bloss 
in einem Punkte x der kubischen Fläche, sondern in einer Geraden / 
sehneiden, welche ganz der kubischen Fläche angehört. Legen wir daher 
die drei Ebenen [Br] [Bd] [Br,]|, so beschreiben dieselben drei pro 


jeetive Ebenenbüschel um die bez. Axen BA, BU BA und es wird 


im Allgemeinen dreimal vorkommen, dass sich drei entsprechende Ebenen 
derselben in einer (Greraden schneiden: es giebt daher auch drei solche 
Gerade x durch 9, deren jede den drei entsprechenden Strahlen , x 
sleichzeitig begegnet, mithin auch drei Gerade /, 5 1, aus der Regelschaar /.. 
die der kubischen Fläche angehören: von diesen muss eine reell, die beiden 
andern können imaginär sein. 

Aus jeder dieser drei Geraden /, % 1, folgen fünf weitere, so dass alle 
9+6.3 = 27 Geraden der kubischen Fläche in der Lagenbeziehung hervo: 


treten. weleher sie unterworfen sind. Denn es schneidet 


die Ebene [a4] die kubische Fläche in der dritten Geraden 4 
af. ” n & BR | l 
azl, £ r ui il ? & } 


und es Ist leicht einzusehen 30. 2.). dass 


ki; die (reraden q und / 
l; ' 0. "r U; und / 
k,, m 9, und / trifit. 


SO Wie. dass die drei Ebenen 

Ag] (kg! [Auge] Sich in einer Geraden m 

Aula! [Aklız] Bub, u. .. 4. .. n 
schneiden. und dass die sechs Geraden 

iii a R R,. 

vanz auf der kubischen Fläche liegen: ähnliches eilt für % und 4: von 
diesen zu den ersten neun (reraden hinzutretenden 18 neuen Geraden müssen. 
da eine der drei (reraden /, 4, /, immer reell ist, sechs nothwendig reell, die 
übrigen zwölf können imaginär sein. Die kubische Fläche enthält also 
bei dieser Construction entweder 27 reelle Gerade oder 15 reelle und zwölf 
imaginäre Gerade. 
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Die zweite Erzeugungsweise ist der in 3. ausgeführten analog und 





lautet so: 





Es sind gegeben zwei beliebige im Raum sich nicht begegnende 





(rerade a, a, und ein Punkt B sowie zwei beliebige Ebenen «, @,; um einen 


















testen Punkt Ö dreht sich ein veränderlicher Strahl x, der ein Strahlen- 
biindel beschreibt; wir bestimmen die Durchschnittspunkte 
(za) =X, (2%)=L: 
und die Verbindungsebene [zB] =; die ersteren werden mit den festen 
Axen a, a, durch Ebenen verbunden, dann beschreibt der Durehschnittspunkt 
je dreier entsprechenden Ebenen 
larllar]s) =: 
eine kubische Fläche F®. 
Dieselbe enthält die beiden Geraden a, und a, und die Verbindungs- 
linie BB =a, ganz: bezeichnen wir ferner die Durchschnittspunkte 
(40) = 0, (5%) = 0, (4%) = U, (0) = Q,, 
((BAle)=P., ((BU|,)=Pı, 
so gehören auch die drei Geraden 
ap); A) =g, [ap] =g, [aa] [aa] = 9; 
sanz der kubischen Fläche an: ebenso auch die drei Schnittlinien 
glg) =, lagllag) =, Tagllag) =&, 
und die bisherigen neun Geraden der kubischen Fläche bilden die Steiner- 
schen Trieder: 
















||, 
indem immer je «drei in einer Horizontal- und je drei in einer Vertiealreihe 
stehende Gerade in einer Ebene liegen. 


Da es ferner ersichtlieh ist. dass sowohl die Sehnittlinie 






0,0,| = 8 
als auch die Schnittlinie 
[Ba] [Ba] = k 
auf der kubischen Fläche liegen, so folgen drei neue Gerade derselben 
[ka,l[si] =s., [ka] [sl]) =s, ilka;] [sl] = s;, 

und es schneiden sich die drei Ebenen 

sig) (gel 18395) 
in einer Geraden g, welche ebenfalls der kubischen Fläche angehört, so 
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dass sich die 15 reellen Geraden derselben 
da © a; 49» 9 Der ze’ ss 8% 8 ks og 


in folgende 15 Ebenen zu je dreien vertheilen: 


a,g51; a,gıl; a;,gılı ka,s. s/,s, r 95,9 
a aim ie Kas She) gg 
ka,s, slıs; 4539;: 


Die übrigen zwölf Geraden der kubischen Fläche erhalten wir, in- 
dem wir die beiden, entweder reellen oder imaginären Geraden i,, aut 
suchen, welche gleichzeitig die vier im Raume sieh nieht begegnendeı 
(reraden 

u u 


treffen; von den acht Ebenen, deren jede ;, oder ö, mit einer dieser vie: 
(seraden verbindet, schneidet jede die kubische Fläche noch in einer dritter 
(reraden, nämlich 


la), (Hl. [ül, Isa), ar], lei], la], [se 


bez. in a‘. a). a). s', a). a). “. 8”, 


und da die vier Geraden a| a, a, s' gleichzeitig von ö, geschnitten werden. 
so müssen sie noch von einer zweiten Geraden h, getroffen werden, ebenso 
die Geraden a; @a,s ausser von ö, noch von einer zweiten Geraden h:: 
wir erhalten also die zwölf letzten Geraden der kubischen Fläche, welche 
sich in folgender Art zu einer Schlaefflischen Doppelsechs gruppiren: 

| ri: Te 

e—rırhn—eEgEE LE 
und entweder alle reell oder alle imaginär sind. 


Breslau. 29. Februar 1884. 





























Zur Theorie der Thetafunetionen mehrerer 


Argumente. 
(Von Herrn F, Caspary.) 


Her Weierstrass hat Seite 506 der Sitzungsberichte der Berline: 
Akademie vom Jahre 1582 ein für die o-Funetion fundamentales 'T'heoren 
aufgestellt und dabei die wichtige Bemerkung gemacht, dass ein Beweis 
desselben aus dem Verschwinden einer Pfaffschen Determinante abgeleite: 
werden könne. Diese Determinante erweist sich als Speeialfall eine 
allgemeineren, welehe, wie unmittelbar ersichtlich, ebenfalls identisch ver- 
schwindet. Daraus ergiebt sich ein dem Weierstrassschen T'heorem analoges, 
welches ich nebst einigen daraus zu ziehenden Folgerungen, mitzutheilen 
mir erlauben will”). 

bezeichnet man, wie in meiner früheren Arbeit (dieser Band, S. 182) 
(die o-fach unendliche Summe 


. / \ \19; ’ I\/ 
ın ST. (m r3g.)(ma3 +49) +-2in Flo. +4g,)(m.+ 49.) 
%' u Ü 


— e 





(«, > oo; m, kr FI #E in inf.) 


) 
iv 
rs? y 
d 


mit Ce; 7), und bedeuten a” und ©” zwei Systeme von je 0 Argumenten 


u" und ©, so wird 
(-) u) 5 0: 1) u) — e\?’» R £ v4 RB ER C (* 2... \ 
wobei 
A Am, .,, 40 | 
( er 4 .. “ .. 0 .) (p). 9 
A Fol? o° (Zu); Zr), 
ak) 


ya on AROR 
u '’ıl I“ ,r)4 ( N —g / rt Go/ 

/ “ ; “; Yı) v. 5 "o 19 fa .(Y). g \ 
B, > fo 9 I) 0 N 0 (2; ZT) 


\ 





*) Die vorliegende Notiz ist bereits Ende Januar d. J. der Redaection eingereicht 
worden. Inzwischen ist im zweiten Hefte dieses Bandes S. 100 die Arbeit des Herrn 
Frobenius „Ueber Thetafunetionen mehrerer Variabeln * erschienen, in welcher die 
hier entwickelten Resultate dureh wesentlich andere Betrachtungen gewonnen werden. 
(April 1854.) 
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ist und die 4 unabhängige von einander nur die Werthe 0 und I an 


nehmen. Legt man nun den Indices p, g die Werthe A,, iu, ... h, bei, wo 

s>r sein möge, so wird nach dem Multiplieations-Satze der Determinanten 
Bi (), 

und daher folgt das T’heorem: 

Bedeutet © eine ganz beliebige Thetafunction von o Argumenten und 
ist s -2*, so verschwindet die Determinante 

KuP+0'”; 7) ur’ — vr; T 
identisch. 

Ist © = u“ und © eine beliebige „ungerade "Vhetafunetion, so wird 
C,=—C, und daher C,=0. Die unter diesen Bedingungen gebildeten 
Determinanten redueiren sich aber für eine ungerade Ordnung auf Null, 
weil die einzelnen Terme sich gegenseitig aufheben, während sie für eine 
verade Ordnung, wie Herr Cayley (dieses Journal Bd. 38, S. 95) gezeigt 
hat. gleich einem vollen Quadrate werden, und zwar von einem Ausdruck« 


W(h,.h,....h.), dessen Zusammensetzung aus Produeten von Thetafunetionen 


das Jacobi - Weierstrasssche Bildungsgesetz unmittelbar ergiebt. Vel. 
S. 185 dieses Bandes.) Daher ist stets 


TE : UV. 
In dem einfachsten und deshalb wichtigsten Falle, weil auf ihn, vermöge 
einer bekannten*) Reeursionsformel, sich alle anderen zurückführen lassen. 


nämlich wenn s=r+2 ist, tolet 


ih ie ee, , 
und dies ist, wenn man zu der o-Funetion übergeht und für A. du. ...h 
bez. die Zahlen 0, 1....r+1 setzt, genau das Weierstrasssche 'T’heorem. 


Fiir Ss r wird. wie ich Ss. 1S5 dieses Bandes vezelot habe. 
ih, Ani =! 


und diese (Gleichung oestattet, jede Determinanten-Identität in eine Relation 
zwischen Thetafunetionen umzusetzen. 

Aus dieser Bemerkung lassen sich mannigfache Folgerungen ziehen. 
deren eine, nämlich die Ableitung des Weierstrassschen T’heorems aus ge- 
wissen Kroneckerschen Identitäten den Inhalt meiner o. a. Arbeit bildet. 


Aber noch eine zweite Folgerung werde erwähnt, zu der die letzte Grlei- 


*) Vgl. Baltzer. Determinanten. V. Aufl. >. 4%. 
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chung Veranlassung giebt. Da nämlich auf ihrer rechten Seite in de: 
Determinante A,, die Grössen g, und g, nicht vorkommen, muss auch 
der Werth der linken Seite von diesen Elementen der Charakteristik unab- 
hängig sein. Daraus folgt: 


Der Ausdruck W(O, 1,...r—1) hat, abgesehen vom Vorzeichen, füı 
alle 2° '(2°—1) ungeraden Thetafunctionen den nämlichen Werth. 

Da es für o=1 nur eine ungerade Thetafunction giebt, ist 0 = 2 
der einfachste hier in Betracht kommende Fall. Für diesen liefert de: 
vorige Satz, wenn man 

(9,9: \ 


NE? 


und 
Ya IR u“ IE HIT) u — u ) 


II IE II KU — u) 


III NIE EI IL) — u”) 


‚Q, 
mn” 
9,9: 


setzt, nach gehöriger Bestimmung der Vorzeichen das folgende Gleichungs 
system 
Wu=-Wu= Wu = -Wiı=- Wi = -Win- 

Mit wachsendem go eomplieiren sich die Ausdrücke W recht erheblich: es 
ist daher bemerkenswerth, dass eine andere Verallgemeinerung des zuletzt 
angegebenen Gleichungssystems existirt, die ich nächstens mittheilen will. 
und die deshalb so einfache Resultate für die ungeraden "T’'hetafunetionen 
liefert, weil für jeden Werth von o nur eier Systeme von 0 Argumenten 


auftreten. 


Berlin. den 22. Januar 1884. 








Sur la formation des determinants irreguliers. 


(Par M. Joseph Perott a Port-Navalo.) 


Seeond Memoire. 

m 

Nous avons deja expose, dans notre preeedent travail *), une methode 
pour former des determinants ayant des exposants dirregularite «divisibles 
par un nombre premier p donne A V’avance. Mais, quoique tous les deter 
minants irreguliers soient susceptibles d’etre formes par notre methode. 
l’existence de ces determinants pour toute valeur premiere de p ne resulte 
nullement de notre procede qu'on peut employer a les former, sils existent. 
Üest a combler cette lacune que sera eonsacre le present travail, olı nous 
nous bornerons cependant aux determinants positifs non-carres, pour ne pas 
surcharger les enonees. Nous aurons, peut-&tre, l’oceasion de revenir sur 


les determinants negatifs. 


1. 
On sait**) que D et d etant deux determinants en rapport earre entre 
D 1 a 
eux et tels que y soit egal au carre d’un nombre premier impair q, le 


rapport des nombres des elasses proprement primitives de ces deux determi- 
nants est egal au nombre des elasses differentes representees par les formes 


1,0,-D), (@,209,x—s 


ou selon qu’on a (2) —1, d=:0 (mod. g) ou ( - | l, z doit parcourir 
soit toutes les valeurs depuis 0 jusquia g—1, soit toutes les valeurs depuis 
| jusqwä g—1, soit enfin toutes celles des valeurs 0, 1,2, 3,... g—| 
qui ne satisfont pas A la congruence x == d (mod. g). es formes seront, 


‚ / d \ r d \ 
par eonsequent, au nombre de g-( , ,), eu ( 
ng’ q 


gendre qu'il faudra remplacer par 0 quand d est divisible par gq. 


est le symbole de Le- 


“),% 


*) Ge Journal, tome 95, p. 232— 250. 
**) @auss, Disquisitiones arithmeticae, art. 256, V. 
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y”. 


ui * 


x 


On voit par ce qui preeede Vinteret qui s’attache A Vetude du com- 


plexe de formes que nous venons de definir et que nous designerons par £) 








On s’assure immediatement qu’en eomposant *) deux formes du complexe soit 





ditferentes soit identiques, on obtient toujours une forme du eomplexe, qu: 





ordre de composition de deux ou d’un plus grand nombre de formes es: 





inditferent et quwenfin les Eegalites symboliques 
ee sEp,. Fr" 
entrainent necessalrement la suivante 
Fu, 
ou F, F, F', FT designent des formes du eomplexe. Bref, les formes quı 
nous eonsiderons, eonstituent un groupe””). 

Cela etant accorde, nous allons faire voir que le groupe 2 es 
monobase, «est-a-dire que tous ses Elements sont susceptibles d’etre repn 
sentes par des puissances d’une seule base ou racine primitive. Nous pou 
vons supposer dans la demonstration qui va suivre que g ne divise pas d: 
dans le cas eontraire l'ordre du groupe est un nombre premier et le theo- 
veme est evident. Uonsiderons done Vegalite symbolique 

el 
ou re designe une forme du groupe 42, 1 la forme prineipale et £ un nombre 
premier queleonque; il ne pourra jamais y avoir plus de # racines satis 


faisant A cette @palite. Soit d’abord = 2: Vegalite =’ — 1 admet la racin 





»—=1. Pour qwune autre forme du groupe (g,2%,9,.%,—d) ait pour carıc 





unite, il faut et il suffit que le plus grand eommun diviseur de g’ et de 





22,9 soit egal a g, ce qui naura lieu que pour =0. Il siensuit que 





l’egalit@ proposce ne peut admettre plus de deux racines. >Soit maintenant 





= 3: lVegalite =’ = 1 admettra encore la prineipale pour raeine; sil existe 





une autre forme du groupe ©, = (q.%,9.%—-d) avant pour eube lunite, on 





aura dabord 





) Nous voulons parler de la methode de composition enseignee dans lartiele 245 
des Disquisitiones arithmeticae, en supposant toutefois qu’on aura soin toujours de reduire 
le second coeffieient de la forme eomposce A sa moindre valeur non negative. Le 
proceede est ainsi parfaitement determine. 










Nous entendons par un groupe un eomplexe d’elements tel quil se trouve 
defini dans le S 1 du memoire de M. Kronecker, (Monatsber. der Berl. Acad. vom 
I. Dec. 1870.) 
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2 =(qQ, 24, 2—d) ou 2; 5 mod. q): 


ear il est evident que %>0. La composition de x, avec x, doit nous 


donner la prineipale, ce qui exige que le plus grand commun diviseur de 
g et de 
d +-%" : d 3%‘ 
u I 


soit egal”) Ag. c’est-A-dire que Von ait 


d- > wi mod. (1). 
Inversement, si pour une valeur admissible””) de #, on a 
d--52, \) mod. 4): 


la forme 
Q, %9, A—d 
aura pour eube J’unite. 
Nous allons maintenant definir deux suites de polvnömes par les 


formules suivantes 


1,2%, 9z,.d+X,. 

p3(2; d-+ 3x7. 
1 2, 2r,dy,(z; d+x)w(% 
Y 4; 2x, Wi d # ‘| 


Ces polynömes qui se trouvent ainsi definis pour toute valeur im- 
paire de s superieure a l'unite, possedent plusieurs proprietes remarquables 
dont voiei quelques-unes. 

l. Les polynömes wir,), EL g . SONI homogenes et de deeres s et 
s—1 respeetivement, si l’on eonsidere d comme &tant de lVordre deux par 


rapport & z,. 11 s’ensuit que w,(z,) est toujours divisible par z,; Vinduetion 


montre immeldiatement que y,(2,) a d pour terme independant de 2. 
2; \ —. a er nz ! % 
*R) Disons une ToIls pour toutes ut NOUs desieNnons 1€1l. pour abreeer. par 
2% 
d-+-x‘ u, | 
| EXPrEessIon (mod. q). Pour quune telle EXPrESSION SO divisible par |. ıl 
2% 


faut et ıl suffit que son numerateur le soit; ear nous ne considererons que des frae 
tions ayant des denominateurs non congrus A z&10. La meme remarque s’applique 
aux expressions semblables qu’on verra plus loin. 

=#) Voyez la definition de ces valeurs dans le $ 1. Du reste, toutes les fois que 
le nombre #, proviendra d’une forme 

\q, %,0, %, d 

nous supposerons quiil ait une valeur admissible. 
Bd. XCVI. Heft 4. 4: 


DV 
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Il. Deux polynömes ,(z,) et 9,(2,) ne peuvent devenir congrus } 


zer0 pour une m&me valeur admissible de z. En effet, cette propriet: 
ayant lieu pour s= 3, ıl suffit de faire voir que si elle a lieu pour s, ellı 
aura aussi lieu pour s+2, pour que la proposition soit demontree d’un: 
maniere generale. Supposons done que les polynömes w(z,) et (2) m 
puissent devenir congrus A zero pour une m&me valeur admissible de ; 
sil existe une valeur de z, rendant eongrus A zero en m&me temps les 
polynömes (2) et Ps4.(2,), la m&me chose aura lieu pour les polynömes 
d—-z) vw), (d-) y,(). 

qui en sont des combinaisons lineaires homogenes, et par consequent auss 
pour les polynömes w,(z,) et ,(2,), eontrairement Aa notre supposition 
Donc, ete. 

/ 


KTOUpPEe AT 


Lem) 


Uherehons maintenant la condition pour quune forme du 


puisse appartenir A un exposant impair s superieur a lunite. Le cas di 
s= 5 ayant te deja considere on peut supposer que s surpasse 3. 
Soit done 
2, (d, 29, Ad, 
une forme eventuelle du groupe 2 appartenant A l’exposant s. On aurva 
en premier lieu 


21=(d, 494, 43-d a = 


y 3 


(x) 
Am. mod. q), 
4 ) 7 J a j 


car il est evident que x; ne peut denner la prineipale Pour former la 


einquieme puissance de z,, on mn’a qua composer 2, avec 
PERF = ae a + d+x' Ä Ei 
x, g, %Q, 2—-d) 0ü %= - (mod. g). 


l 


Si le plus grand commun diviseur de g et de 


ı,(#, ) r d-+x' P,(“,, 


q\ : | a — 
I\ P,(%,) eu 1 en, Y,(#,) 


] 
est egal Ag, e’est-A-dire si on a 
pi(2) = 0 (mod. g). 
la torme r, aura pour einquieme puissance lunite*); dans le cas eontraire 
on aura 


n=(d, 3q, 3-d) ou % 


(mod. g). 


*) (e qui ne peut avoir lieu que quand on as=D. 
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En eontinuant ainsi de proche en proche on tormera 


2 Q, #%-:0, # d ou 2 mod. g 
7 ’ 
l‚a marche du ealeul nous fait voir que ni y z.) ni auew 
lenominateurs anterieurs Ne peuveni eIle CONELTUS 4 zero: Sans la 
appartiendrait a une puissance inferieure As. Uela etant ainsi. on voit qu 


pour que 7, appartienne A lexposant s. ıl fant aue le plus ‚rand eommmmn 
diviseur de q eT de 
q E F- 4 *) 
soit egal Ag, e.-a-d. qu’on ait 
f,\? U mod. q). 


Revenons maintenant A leralite 
r l. 


l,es racines de cette egalite se eomposent de la prineipale « 
formes appartenani A | exposant !. Il Sensuil immedi tenlent. el erarfü 


aux developpements preeedents, que le nombre des racines de la propose 
ne peut SUTpasser i. ce qui est la eondition necessaire et suffisante pour 


que le SrOUpe ) sol monobase. 


.) 


ur 
> I n ® ) 
Prof ONS du po ACQUIS el TEPrESENTONS Ies TOrmes dl 4 vupM \Z 


par des puissances successives dune raeine primitive 


9» 9, 9, - 9 
ou le dernier terme peut etre vemplaee par lunite et meme pal g. maniere 
d’eerire facile a justifier: car Ja forme g’ eomposde avee une forme du 
gToupe donne cette forme m&eme., propriete earacteristigue de la principaie, 
Si toutes les formes du groupe {2 appartiennent A des elasses differentes. 


le nombre des elasses representees par le groupe sera egal Ay 


Si au contraire le groupe contient des formes dquivalentes, solent q. 4 
deux formes &quivalentes queleonques du groupe: nous derirons 


9 T 
et par suite; en supposant h » 2 


g”cogcol ou Ah 
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Soit done £ le plus petit nombre positif tel que l’equivalence 
gl 
alt lieu, nous dirons que la classe y appartient a l'exposant t. 


On voit que si le groupe (2 ne eontient que des formes appartenanı 


. oda ‘d a 
a des elasses differentes, on a f=g- ) et dans le eas eontraire on a 
Qq/ 
d‘ 57 ae 
I<gq -(—). On aura, en eeneral. en desienant par h et m des nombres 
\ q > bus 
non negatifs 
rg". 
Inversement, V’equivalence 
Vi g 


entraine comme eonsequence necessaire Ja congruenee 

m n (mod. q). 
En etfet, en divisant m et » par £ et em designant par m, ın et u, »v les 
quotients et les restes *) respeetivement, on aura 


e +u : g“ tr) 
et par suite 
DI; 
done, puisque « et » sont inferieurs A f 
w=v 
et m n (mod. PN). 


En partieulier, on a, A cause de 


-(—) n d i 
g \ wi ek . ‚=0 (mod. t). 
Nous pouvons, par consequent, former le tableau suivant 
SEE ee Ce” ‚u 
RE u hr EN 


ü t+2 2t-+2 (s—1)r4 
SE ARTE ve g 
AS Sa) SEE je 
d\ 
u ° q/ 
OU NOUS Avons Pose —y 3 


I 


#) Voıeiı les EXPLESSIONS des quantites que NOUus designons par m, n, 4, v 


/MmM\ AN 

E| '— m, E| =n, 
» we 
m‘ es 


m—tE\ TE ea n-—tE( 
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La eondition necessaire et suffisante pour que deux elements de ce 
tableau appartiennent a une m&me elasse, est qwils se trouvent dans une 


meme ligne horizontale. On voit que le nombre des elasses representees 


-. 
< 


x 
par les formes du grOUpe E>. est con] af. et que toutes ces elasses peuvent 


etre representees, en partieulier, par les formes 


ME u PR | 
(Quant au nombre f, il apparait sous deux aspeets differents, son 
comme lexposant auquel appartient la elasse J. soit eomme le juotient 
touJours entier de q - par le nombre des tormes du oroupe 42 qui SOM! 
equivalentes a la prineipale. 


ti. 
Il importe de rechereher les eonditions pour que la forme prineipal: 
soit equivalente a une forme*) du type 
gQ, 20, x —d). 
Cette equivalence entrainerait par sa definition meme lexistence de eing 


) 


entiers 0, /), /> Ö, z satisfaisant AauX equations et a inegalite sulvantes 


& dq v=4, 
ep—dq yo 24, () Z { 
r) DY 1. 


l.a premiere des equations preeedentes nous fait voir que «@ doit Etre 
divisible par q. VPosons done 
7 ga, 


nous aurons, apres quelques r&duetions, 


2 a—dy = 1, 
11. 0 ap — dqyo a#? 
111.) gad—Iy l. 


esolvons d’abord l’equation (1.) par les methodes connues, et soit a, y une 
solution de cette equation, on aura, en resolvant les equations (IL.) et (II. 


par rapport a 9 et god 


A. P = ax+dy, 
> \ L apay 
b. god = a+xy. 


*) ]] est inutile d’ajouter, peut-etre, quwil saagit ieci des formes du groupe 
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L’equation (B.) nous montre que y ne doit pas &tre divisible par q. 
pour que Ö soit entier; sans cela l’&quation (B.) entrainerait aussi la divisi 
bilite de a par g, et les nombres a, y auraient un facteur eommun. ce au 


est impossible a cause de l’&quation (1.). Designons done Par a, y un 


VW 
on sait quiil mexiste alors quune seule valeur de z qui rende le second 


solution eventuelle de l’&quation (1.) telle que y ne soit pas divisible par 4 


membre «de lequation (B.) divisible par g et qui satisfasse en m@me temps 
a Vinegalite (IL). Le nombre z se trouvant ainsi parfaitement determine. 
les equations (A.) et (B.) nous donneront les valeurs correspondantes de 


et de d. Il est bon d’observer. A cette oeeasion. que si la substitution propre 


aß En \ 
‚, transforme la forme prineipale en une forme (g’, z2q, #—d), la sub- 
yi I,%*9; 
) 
. . X . \ A » v. 2 
stitution ER conduira a la m&me forme. Si a est divisible par q, © 
i s L..: ee a — 9 |—a 
par consequentz = 0, il est evident que les substitutions y 
iS y-ı 


eonduiront encore A la m&me forme (q', 0, —d). Si, au contraire, z > 0, 


) 
164 104 W) 


les substitutions 5, ol les signes sup£rieurs ou interieurs doivent 
y +06%7 


etre pris en m&me temps, transformeront la forme prineipale en la torme 
,(g-2)g, (9-2) —d). 
Ein resume, 


=, sa 
etant une solution positive*) eventuelle de V’equation 
t—du = ] 


telle que u, ne soit pas divisible par q, il mexistera qu/un seul et unique 
systeme d’entiers a, 9, Y, 0, 2 tel que la forme principale se transforme 
n ) > . . . 144 v \ 
en une forme du type (q,2qg. 2 —d) par la substitution propre \ ol 
. > / Y Ö 

ag y—i. 
Nous designerons la substitution preeedente sous le nom de substi 
tution attachee & la solution #4. ,. Nous dirons encore que la solution 1. 


1, eonduit A la forme (g. 2qg. 2 —d). 


*) Nous designerons toujours par les lettres /, vu munies d’un indice les solutions 
positives de l’&quation 
’—du’ = 1 
tandis que /, » sans indice indiqueront une solution quelconque. 
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Il eonvient de dire quelques mots sur les solutions positives BER 
eessives de V’@qnation 
"du | 
(‘es solutions s’obtiennent. eomme on sait, par la formule 


tb +u,Vd) tu. Vd. 


ou &, u, est la plus petite d’entre elles*) et f deoit pareourir tous les 
nombres positifs depuis 1 jusqu’a Vinfini. Nous allons faire voir quwil existe 
toujours un nombre entier positif 4 tel qu’on ait 
u = UV mod. q 

oltı q designe,. comme dans tout ee qui preeede et dans tont ce qui suivra, 
un nombre premier impair. En effet, les solutions positives @tant en nombre 
infini. il doit y avoir deux solutions 4. »,. et 4, w, satisfaisant aux eon 
eruences 

t. I u mod. q 
ou Yon peut supposer [ >E, et =, non divisible par q; sans cela on n’auraii 
qua faire A=f. De meme on peut admettre que qg ne divise pas A, ea 
dans le cas contraire on aurait 

U Ztu, 0 mod. q 


} 


et Von ferait = 2f. Nous avons identiquement 
L+wYd)(t + ,Vd + Vd 
d’ott Von tire 
k kit. det mt, mod. g). 
2. kunt =uw—mwm (mod. g), 
d’ou, en multipliant la premiere congruence par f; et la seconde par du e@ 


en retranehant 


bi; | mod. ( 
et par suite, a cause de la congruence (2.), 
UL; ” mod. q). 


Done on peut faire (-f=4 Liexistence d’un indiee positif A tel qu'on ait 


*) Quant A la solution 1, O que nous ne considerons pas, du reste, comme une 
solution positive, nous la designerons par f,, w,, car on a Identiquement 


(t. - uU YdY = 1 :0.Yd. 
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u = 0 (mod. q, 


etant demontree, nous designerons desormais par 4 le plus petit de tous 
ceux qui Jouissent de cette propriete.  L’equation 
E—du; = 1 


nous donne 
t; 1 mod. q) 


et par suite 

t; +1 (mol g). 
Soit d’abord* 

t, = 1 (meod.g), 


on aura immediatement, A cause des formules 


art ums ld = (btuld)”t = (k+uld)(t, tu)”, 
qui ont lieu pour toutes les valeurs non negatives de m et de f, 
Inh, Warıt u, (mod.g). 
-Inversement, les eoneruences 
(@.) t, le. u u: (mod. q 
otı f et [ sont des nombres non negatifs, entrainent la suivante 
(P.) [ f (mod. A). 
En effet, il est permis de reduire les indices «les solutions qui figurent dans 
les eongruences («.), A leurs moindres residus non negatifs (mod. A); or ces 
residus doivent etre egaux, car sans cela A ne serait plus le plus petit des 
nombres positifs qui rendent «, divisible par q. Done il est Evident qu’on 
aura 
| t (mod. A). 
Soit maintenant **) 
t; —1 (mod. g), 
on deduira par un caleul semblable au preeedent les formules 
ar (-D"b, Um (-D”"u (mod.g). 


Inversement, les eongruentes 


/ \} / \/ / \ 
4 Vi, mwz=(-D)w (mod. g) 
*) Ce qui a lieu, par exemple, pour d=5, q=19; on aalorıs A=5 et 
RR CEEEEEE un ( 
, = 2889 =1 (mod. 19). 
=#) Ce qui a lieu, par exemple, pour d=5,q=17; on aaloıs A=35 et 





,=289=—1 (mod. 17). 
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entraineront necessalrement les sulvantes 


—I 
7 


[ f (mod. 


h mod. 2). 


Des considerations analogues montrent que dans le cas preeedent, e'est-a-dire 


quand on a 
t; 1 mod. q), 


les eongruences 
I tl, u = mod. (] 


ne peuvent avoir lieu en m&me temps. 


b, 

Nous dirons que deux solutions positives 4, , et 4, , de V’equation 
f- du | avanı leurs seeondes indetermindes non divisibles par q, sont 
equivalentes (metro” 4) quand on aura en meme temps Ssolt 

! l., U N, mod. J). 
solt 
t tl. u u, (mod. q). 

Nous ferons eorrespondre, en outre, aux deux suppositions preee- 
dentes les designations dequiealence propre el dequivalence impropre. Dans 
la question qui nous oceupe en ce moment, il nv a pas lieu de distinguer 
entre ces deux SCHTES d’equivalence. Il sagıt de faire voir maintenant yue 
deux solutions equivalentes eonduisent touJours a la meme forme 

1, d. 


En effet, soient f,, ,; et i, a, deux solutions positives equivalentes de 


ie ’ aß ap as ur 
equation { de“ =|1. et Pak nz les substitutions yuı eur sont afttachees 
) Y ( 


‘ 


respeetivement; nous aurons les equations et les inegalites suivantes 


I. t — du, L, 
11. VD dgud =2<g. 
ul. gt d — Pu, . 
E. I — du L, 
(1.) 0=tP—dgqud =x7<g. 
Ur. gt mu l. 
Or les equations (111.) et (III) nous montrent tout d’abord qu’on a > + 


*) Nous nous servons de cette maniere abregee d’eerire pour mettre en evidence 
le nombre q. 
Bd. XUCVl. 


Journal für Mathematik Heft 4. 
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mod.g). et par suite, a cause des &quations (Il.) et (IT), 2 = 2 (mod. g 


done 


ee quil fallait d&emontrer. 

Cherehons inversement les conditions pour que deux solutions 
positives*) de l’equation F—du = 1 puissent conduire A une m&me forme. 
On aura dans ce cas, en gardant les notations preeedentes, A cause des 
equations IL.) et IT.) 

1.3 5 (mod. g). 
et A cause des @quations (111) et (IIT.), 
u Pa (mod. gq 


d’ott V’on tire, en earrant les deux eongruences precedentes et en retranchan! 


le seeond resultat multipli& par d du premier, 9° = "” (mod. q). done 
+) . N ' \ 
P= tfP (mod. g); 


et par suite, comme 5 ne peut &tre divisible par g (equ. (ILL! 

t; ti, % u} mod. g). 
les signes superieurs ou inferieurs ayant lieu en m&me temps. Done deux 
solutions positives &quivalentes de l’equation F—du = 1 conduisent A une 
senle et m&me forme et deux solutions non &quivalentes eonduisent a des 


tormes difterentes. 


l. 

Nous allons faire voir maintenant que si une forme du type 
7,2g.2—d, est proprement &quivalente a la prineipale, il existe toujours 
une solution positive de Yequation F—du = 1 conduisant a la forme 
1.29, d). 

Il resulte de ce qui a ete dit dans le $4 qwil existe necessairement 
une solution 4, @, de lequation F—du = 1 conduisant a une des deux 
tormes ** 

g, 29 A-d. (q, (g-2)q, (g-)—-d). 


Nous pouvons supposer d’ailleurs £< 4. ear deux solutions dont les 


Nous ne voulons parler iei que de solutions ayant leurs secondes indeterminces 
non divisibles par q. Il est, peut-@tre, inutile d’avertir que de telles solutions n’exi- 
stent pas foujJours. 

Il est inutile de eonsiderer le cas oü lonax=0, car la proposition est alors 
evidente. Voyez le $4. 
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indices ne different que par un multiple de 4, eonduisent A une m&me torme. 


Pour etablir la proposition que nous avons en vue, il suffit de montrer que 


u) 


\ . . an i 
dans le cas ot Ja substitution attachee a la solution #,. «. transforme 
u 
la forme prineipale en la forme (q,(9-2)q. (9-7) —d), la substitution 
Zu ‚ ' k 
og attachee a la solution #,_,, @, , la transformera en la forme (q', 29,2 -d). 
) ( 


En effet,. soit (g.2qg,2 —d) la forme a laquelle eonduit la solution 


tb; +. %_+. On aura dabord 


tt, «+ duu,_, =. 1 mod. 1. 
bLu,_t+t;,_.u, u, () mod. q.: 
d’ou Yon tire 
t,_. +.’ 9; ru, mod. q 


les signes superieurs ou iInferieurs ayant lieu en m&eme temps. En suppo- 
sant eerites les Equations analogues A l’&equation (111), on aura 
’ = +P mod. q 
et par consequent 
1,3 [ «[? mod. 7 
et a cause des equations analogues a lequation (I] 


14 * mod. q,. 
done 2 =z, ee quil fallait demontrer. 


Nous rangerons dans une meme elasse metro q) toutes les solutions 
positives equivalentes de lequation Pd |. (wand nous parlerons des 
solutions A termes non negatifs,. la solution f,. #, sera eonsideree comme 
eonstituant une celasse a elle-seule. La substitution attachee A la solution 

10 h | EEE 
f,. @, sera la suivante 01 qui transtorme la Torme prineipaie en elle 
meme. Üette substitution ne rentre pas dans le type de celles que nous 
AVOoOnNS etudiees CI On volt quiel, COMME dans beaueoup dautres UUeSTlONS 
d’arithmetique, il faut adjoindre aux objets definis d’une certaine maniere 
d’autres objets pris allleurs peur que TOUus les objets reunis forment un 
groupe *). (es definitions accordees, on obtient le resultat swivanı 

Nous n’exeluons pas, cependant, la possibilite d’une definition qui eomprenn« 
tous les objets du groupe. 
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l,e rapport des nombres des elasses proprement primitives des deter- 


. ) (4 x d . . , 
minants dg et d, est egal a g— ) divise par le nombre des elasses des 
- q- 
solutions ä termes non negatits (metro gq) de Vequation P—du’ = 1. (Quant 


a ce dernier nombre, il est egal A A que nous avons defini prec@demment 
comme le moindre indiee positif pour lequel #4 est divisible par g. Uela 
etant ainsi, on a Evidemment 
T+Urdg t+NVdu); 
ou T,, U, est la plus petite solution positive de l’&quation 
T-dgU=|. 

le resultat que nous venons d’etablir est bien connu”) et on le con- 
sillere, en general, eomme donnant la solution du probleme sur la determi- 
nation du rapport des nombres des elasses proprement primitives de deux 
determinants ayant pour quotient un carre d’un nombre premier impair. Il 
est bon d’observer, cependant, que les tätonnements auxquels on est oblige 
de recourir maintenant pour determiner le nombre 4, sont tout A fait ana- 
logues A ceux quwon pourrait emplover a la fin du $3. A partir de ce 


paragraphe, nous mavons pas falt un seul pas en avant. 


ı) 
Il n’est pas hors de propos, peut-6tre, de dire iei quelques mots sur 
un groupe qui, sans rentrer dans le type de celui que nous avons etudie 
preeedemment, presente des proprietes analogues. Ue groupe que nous de- 


signerons par 7 se eompose des formes sulvantes 


I: m; EN 
1. Ber Ar, AT N ) 
\ 4 / \ 4 
ou D doit &tre evidemment de la forme 8»-+5. Le nombre des elasses 
ditferentes representdees par le groupe 7 est Egal, comme on sait”*), au 


rapport du nombre des elasses proprement primitives de determinant D, A 


*) Nous nous rangeons volontiers A l’opinion de ceux qui eroient que ce r6sultat 
etait connu de Gauss. Comp. Disquisitiones arithmeticae, art. 256, VI: Lejeune-Dirichlet, 
Rkecherches sur diverses applications de lanalyse infinitesimale a la theorie des nombres, 
art. S (ee Journal, t. 21); M. Lipschitz, Einige Sätze aus der Theorie der quadratischen 
Formen (ce Jourmal, t.55); M. Dedekind, Zahlentheorie, No. 151; M. Dedekind, Ueber 
die Anzahl der Ideal-Classen $ 10 (Festschrift zur Säkularfeier des Geburtstages von 
Carl Friedrich Gauss, Braunschweig 1577). 


Disquisitiones arithmeticae, art. 256, VI. 
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celui des elasses Improprement primitives. Il est facile de justifier, ä Vaide 
du procede dont nous nous sommes servi au $ 2, la d&enomination de groupe 
que nous donnons au eomplexe de formes 7. Le groupe est Evidemment 
monobase, car les deux formes non ambigues sont des raeines primitives 
.: Ä ) I—D 
Designons par g la forme \4, 1, ‚ les trois formes du groupe seron! 
. 9 


Il siensuit immediatement que les trois formes du groupe 7 sont equi- 
valentes OU appartiennent A des elasses ditferentes. Le nombre des elasses 
representees par le LSTOUPE EST, par eonsequent. eral a un ou a trois. selon 
que la forme prineipale est equivalente a une forme non ambieue du sloupe 
ou quwune telle equivalence est Impossible. Uherehons done la eondition 


pour que la forme prineipale son equivalente a une autre forme du groupe 


P ( ette equivalence entralneralt neeessalrtement lLexistenee de eng enti 


ee a4 
G, 9, Y, %, #7 Wis quon all 
4 54 177 +. 
Il.) 29% —Dyo , | )* D<x<3 
ii. 1) Z 
I a a T 
11. { “u il» 
l’equation l.) exiee que les nombres eo, y solent de meme parlte, et commı 


d’apres l’equation Ill.) ces nombres ne peuvent avou de facten COININMUN, 


Il stensuit que oa ei e doivent &tre Impalrs. Inversement. st eriste une 
solution impaire*) «, y de lV’equation *) !— Du t, ıl est toujours possible 


de trouver un systeme de valeurs de I, d, z de maniere yue les equations 
et Vinegalite (1.), (Il), (111) soient satisfaites. En effet, soit «, y um 


solution Impaire de l’equation £’—Du l. on aura. en resolv: 


I es 


equations (11.) et (I11.) par rapport a 7 et d, 


ot + 1 )*\ 


En donnant A x celle des valeurs 1, 2 qui rend entier le second membre 


*) Nous disons, pour abreger, une solution impaire au lieu de dire une solution 
a termes Impairs. 
*#) Une telle solution existe pour D=5, 13, 21, 29, 45, 53 ... Elle n’existe pas 
pour D=5f%, 101, 141, 189, ... Voyez le tableau dresse par M. Cayley (ce Journal 
4 


3d. 55, p. 571). 
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de (B.). le nombre 5 sera aussi entier, car on a pour toute valeur”) de z 
2+(-1))a+Dy + 12-+(—1)*|y (mod. 4). 

Il s’ensuit que le groupe 7 ne contient qu’une seule elasse ou en 
eontient trois, selon quil est possible de resoudre Vequation P-Dv—=4 en 
nombres impairs ou que cette possibilit@ n’a pas lieu**). 

Il eonvient maintenant de dire quelques mots sur les solutions posi- 
tives successives de l’equation ?—- Du —=4. 

Toutes ces solutions s’obtiennent, eomme on sait***), par la formule 


k-1-24V/ D ‚t+uVDN 
2 BE 


ou f,, a, est la plus petite d’entre elles. Il est facile de voir que si la 
solution #. «, est paire, toutes les autres solutions le seront aussi. 


En efttet. on a alors 


I; dr t, u, 5 
ch u s t; Ur i a 
ou. et ,„ sont des nombres entiers, done — et -, seront aussi des entiers. 


- - 


Si, au econtraire, la solution £,, «, est impaire, formons d’abord la solution 


t,, 9%: NOUS Aaurons 


I,-+ u, VD I +u VD 
2 2 
dot 
I" -u“D i i A 
en > 3 (mod. 4), hl, 1 (mod. 2). 


\ 


‚a solution #,, @, sera, par consequent, impaire. Passons, maintenant A la 
solution f,, @.: nous aurons 


!-3u?D 32°? —+u?D 4 
eh, u u, us = m 0 (mod. 2). 


x 


| sensuit que dans le cas ou 4, «a, est une solution impaire, t,, a, est la 


Ai 


plus petite des solutions paires. Or ıl est Evident que d’une solution paire 


de lequation P-Du’ = 4 on peut deduire par la division de ses deux termes 


x 


par deux, une solution de l’&quation 


r—-Dv = 1 


le determinant D est, comme on l’a dejäa signale, de la forme Sn-+5. 
) Resultat bien eonnu d’ailleurs. Comp. les Nos 99 et 151 de la Zahlentheorie 
de M. Dedekind. 
=#) Disquisitiones arithmeticae, art. 200. 
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et qu’inversement d’une solution queleonque de lequation T?— Di |, on 
peut toujours deduire par la multiplieation de ses deux termes par deux. 
une solution paire de l’equation 


— Du L. 

Il s’ensuit que la plus petite des solutions positives de lequation 
r—Dv’ = 1 s’obtient en divisant par deux les deux termes de la plus petit 
des solutions positives paires de Vequation !—Du . Uela revient ä 
eerire, dans le cas ol 4. 


l 


x“, est une solution Impaire, la formule bien 


connue * 
t!+uYD 
ou Tr, v, designe la plus petite des solutions positives de lequation 
ri —Dv =1. 
Il est bon d’observer quil ne s’agit pas lei dune identite algebrique, 
mais d’une egalite arithmetique qui n’a lieu que pour des valeurs de D 
possedant certaines proprietes arithmetiques Il est done de toute necessite 
de prouver que de telles valeurs de D existent, ce quon fait, du reste., 
facilement A l’aide de la table de M. Cayley, comme nous Vavons deja fait 
pree@edemment. Il n’est pas plus permis d’omettre cette demonstration qwil 


I 4 


1 es! pas permiis l’omettre Ia demonstration de 1a eonVvVerVenee ae SCTIC 


dont on se sSert. 


10. 

Passons maintenant a Vlobjet prineipal de notre travail. Nous nous 
proposons de definir une operation arithmetique telle quwen lexeeutant su 
un nombre premier impair””) p, on obtienne un determinant p) ayant un 
exposant dirregularite divisible par p. 

Soit p un nombre premier impair queleonque et #, a, la plus petite 
des solutions positives de l’equation 

E—pu l. 


On aura, en eonservant les notations dont nous nous sommes servi toujours, 


*) Comp. la Zahlentheorie de M. Dedekind, No. 99: M. Poincare, Sur la reduction 
simultanee d’une forme quadratique et d’une forme lineaire, Comptes Rendus, t. XUI, 
p- 540. 

) Il est inutile de demontrer Vexistenee de determinants ayant des exposants 
d’irregularit& divisibles par deux. Le determinant 3026, eite par Gauss, en pourra 
rendre temoignage. 
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{ \2 
[,+u,\p t+tulp). 
En developpant le second membre de cette &galit@ par Ja tormnle du 
— A ud; N, tl, . 
Nnome,. on Volt Immedlatement que > et Pr sont des nombres entiers 
I l 


\ 
D 


superieurs a Vunite et premiers & 2ptiw,. Soit q, le plus petit des nom- 
bres premiers qui divisent ”, sans diviser 2ptw,, et g le plus petit des 
nombres premiers qui divisent £, sans diviser 2pt,w,, et soit p’ la plus haute 
puissance*) de p qui divise «,, je dis que le «determinant 


54 


SS = pa 
aura un exposant dirregularite divisible par p. 
Kin effet, en faisant d=p""', g=g, on aura A=p, done 


p 


1,7 0 (mod. p). 


1; 


De meme, en falsant d=p"", g=g, on aura = 2p, done 


2 1; ) ) (mod. 2p). 
Kin taisant maintenant d=p"", gg. on aura =] et, par consequent 
le groupe 42, 
1,0, - pn, (gi, 2, 2-p” 
ne contiendra que des formes non &equivalentes qu’on pourra representer par 


» 
Yı | I 


ME mr ee 
ou g, designe une racine primitive du groupe (2,. De m&eme, en faisant 
d=p""g. q=g, on aura le groupe de formes non &quivalentes (2! 


. 
4 | 


WE 0er Schr"? 
dont toutes les formes pourront etre considerces comme deduites des formes 
eorrespondantes du groupe 42, par la multiplication des seconds et des troi- 
siemes coetfiecients de ces dernieres par g, et g, respectivement, puis par la 
reduetion des seconds «eoeffieients ainsi obtenus A leurs moindres valeurs 
non negatives**) (mod. q) et par le ealeul des troisiemes coefficients en 


consequence. En etfet, en deduisant @, de g, par le procede indique, les 


Nous nw’exeluons pas le cas oü lon as=0, Il est probable que s peut avoir 
des valeurs superieures A zero; nous devons avouer que nous men avons pas pu trou- 
ver dexemples. 


Serie 


On excepte la forme prineipale pour laquelle il n’y a aucune r&duetion A faire. 
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valeurs suecessives de z pour les formes du groupe (2, s’obtiendront A Vaide 

des CONLTUENCES quon pourra eonsiderer comme deduites des EONLTUENCES 

analogues pour le groupe (2, par la multiplieation de leurs deux termes 

par q,, car toutes ces congruences sont homogenes si Von eonsidere d 

comme etant de lordre deux par rapport A 2. 
En faisant maintenant d= p"""q, q>=g.. on aura 4—=2, et, par con- 

sequent, le groupe 

1,0, -pai), (, 2, -p"’g 

PN 

1: 


eontiendra = tormes non equivalentes qu’on pourra representer par 


f 


x 


ou @G, designe une raeine primitive du groupe Nous desienerons le com 


plexe de tformes 


Tan. 8 MM 


par (3. Nous allons faire voir maintenant que les tormes 


® ©. 8: en (i | 1 En. ('r;. (i 
appartiennent a des elasses differentes. 

Soit = 1o eomplexe des !epresentants de toutes les elasses propre 
ment primitives du determinant p°""q,, choisis de maniere que leurs pr. 
miers eoeffieients solent premiers a q. On peut &videmment faire fieur 
dans le eomplexe Z toutes les formes du eomplexe (2. Uela &tant ainsi. 
deduisons um complexe de tformes 2° du eomplexe zen multipliant TOUus 
les seconds et les troisiemes coefficients de ce dernier complexe par q 
q; respeetivement. Le complexe =” contiendra des formes respeetivemen 
equivalentes aux Sulvantes 

HN rn 
Or on sait”) que toutes les elasses proprement primitives du determinant & 
peuvent s obtenir par la composition de toutes les elasses du eomplexe Z 
avee toutes les elasses du complexe £2, et qu’on n’obtient de cette maniere 
chaque classe quune seule fois. Des formes respectivement &quivalentes 


=) Disquisitiones arilhmeticae, art. 249— 250. 


Journal für Mathematik Bd. XUVI. Heft 4. 44 
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aux sulvantes 


P 
) -( 3-1 
a FE TB ° 47.0 


figureront, par consdquent, comme representants de elasses differentes, 
qui rend Evident ce que nous voulons demontrer. 
Gela etant ainsi, V’&quivalence 
| (det. A) 
admettra p+-1 racines suivantes 


(=) u-(-?-) e-(--) 
van: v2 _ ME ung i 

G, e m r te G, i . 

Il s’ensuit que le determinant A est irregulier*) et que son exposant 


(irregularite est divisible par p. 


Exemples. 
Ex. I. Soit p=3, on aura 
2, oe —=1, 
:26=2.13, %=35.9; 
done 
A ui, 
A = 3°.5°.13 = 114075. 
Ce determinant a un exposant dirregularite divisible par trois. 
Ex. I. Soit p=5, on aura 
head, seien, 
t, = 950249 = 3°.41.2521, 
u. = 416020 = 2°.5. 


qg=1ll, &=4l, 
A = 5}, 11°.41° = 25425125. 


Ce determinant a un exposant dirregularite divisible par eing. 
Ex. Il. Soit p=1, on aura 
he 0 | 
t- = 150576328 < ‚2897, 
a- = 49353213 3. 3.293.617; 


“) ou polybase. 
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done 
1-13, =, 
A = 7°.13°.29’ = 48750247. 
Ce determinant a un exposant dirregularite divisible par sept. 
Ex. IV. Soit p= 11. on aura 

tt =10=2.5, u.=3, 

t., = 99612037 019890 = 2.5.89.111925657 101, 

u. = 30054159217997 = 3.11.273569.35326861: 
done 

q: 213969.  q; su, 


A = 11°.273569°. 89° — 789026945234556611. 
Ce determinant a un exposant dirregularite divisible par onze. 


Port-Navalo. le 19 oetobre 18893. 





seweis des Reciprocitätsgesetzes für die quadratischen 
Reste. 
\us einem Anfsatze in No. XXIll der Sitzunesberichte der Berliner Akademie von 1884.) 


(Von L. Kronecker.) 


) " 
Yedeuten m und » positive ungrade Zahlen, und ist A eine der Zahlen 


.:(m-1), so sind in den beiden Produeten: 


( h ra k N ( h L k' a. 
En n / IH, "iz .) 


je zwei Faetoren, für welehe A+4 = 1/»n-+1) ist, von eleichem Vorzeichen. 
. \ / > 


(KK 


® ® Y . ” r . nh 
den einzigen Fall ausgenommen, in welchem eine Zahl % zwischen 
nh ur ' . : 
und +, liegt. Da dies dann und nur dann der Fall ist, wenn der 
m 


n 


m 


absolut kleinste hest von »h (mod. m) negative ist, so stimmt das Vorzeichen 
dieses Restes in jedem Falle mit dem Vorzeichen des Produetes jener 
beiden Produete überein. Es besteht daher, wenn mit A’ der positive Werth 
des absolut kleinsten Restes von ah (mod. m) und mit sgn.a das Vorzeichen 
einer reellen Grösse a bezeichnet wird, die Congruenz: 

k\/ h 


\ k | R ’ R 
nd h’sen. n(- + —- ) (mod. m) @=1,2,...4%@-1)). 
In . 2 \ / 


n/Nm n 


Setzt man hierin für A» die Zahlen 1, 2,...4(m—1) und multiplieirt alle 
daraus entstehenden Congruenzen er a so nn. 


ı f l 
a = IIh. sen. -B(, . )( = #= - 4) (mod. m), 


(h = ; 1); .n 1,2,...3(a—1)) 


und hieraus resultirt, wenn m Frinmahl ist, für das Legendresche Zeichen 
f n ® \ . 
\ ) die Gleichung: 


m 
Wi au ( h r k 1 =) 
u. H m -)(; \ n 2 


Bei dieser Darstellung des en ae tritt nun das LKeeipro- 


2, u... 3m —1)' 


rs m 
‚k =], ER n—1) )» 


eitätsgesetz in Evidenz: denn da, falls Ben n rn ist, 


#5 mN\ a n( k Year 5; (’ ee 
TE m nn» 3 we 
wird, so folgt unmittelbar die HERAB 
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